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В работе рассматривается задача о равновесии планарно ориентированного плоского слоя  

нематического жидкого кристалла. Показано, что учет дивергентных слагаемых в свободной энергии 
упругости ориентации Франка позволяет получить нетривиальные периодические решения для 
возмущений директора с волновым вектором, перпендикулярным невозмущенной планарной ориентации 
директора. Получены соотношения, связывающие величину коэффициента при дивергентных слагаемых с 
волновым числом, толщиной слоя и другими параметрами среды, на основании которых и известных   
экспериментальных данных дана оценка дивергентной константы Франка. 
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The problem of equilibrium of a planar oriented plane layer of a nematic liquid crystal is considered. It is 

shown that nontrivial periodical solutions for the director disturbance exist if divergent (splay-bend) terms in the 
Frank energy are taken into account. This solution has a wave vector, which is perpendicular to the initial 
director orientation. The correlations connecting the magnitude of the coefficient for divergent terms with wave 
number, layer thickness, and other parameters of the media are obtained. This formula and some well-known 
experimental data are used for Frank  splay-bend constant estimation.  
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Введение 

 
Линейные периодические структуры 

(«роллы» [1]) могут возникать в сдвиговых 
течениях нематических жидких кристаллов (НЖК) 
[1–3] под воздействием электрического [4–8] и 
магнитного [9] полей, а также при их 
комбинированном воздействии [10]. 

Обычно они проявляются в виде отклонений 
вектора ориентации n


 (директора) от начального и 

наблюдаются оптически как чередующиеся 
темные и светлые полосы. Такие структуры во 
всех перечисленных случаях являются следствием 
воздействия на объем среды в целом. 

Другой механизм возникновения периоди-
ческих структур связан с граничными условиями. 
Для нематического жидкого кристалла квадратичное 
по градиентам директора n


 разложение свободной 

энергии упругости ориентации Франка VF  содержит 

четыре независимых коэффициента [11] и с учетом 
постоянства длины n


 может быть приведено к виду 

[12, 13] 
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Слагаемое с коэффициентом 24K  может быть 
преобразовано в дивергентное выражение, 
поэтому оно не влияет на уравнения равновесия 
среды, однако его необходимо учитывать в 
граничных условиях. Наличие этого слагаемого 
может приводить к появлению нетривиальных 
решений для ячейки НЖК с гибридной 
ориентацией на стенках [14], периодических 
решений для слоев с различными краевыми 
условиями [15–18], неустойчивости как 
капиллярных поверхностных волн [13], так и 
малых возмущений твердой стенки [19], а также 
сдвиговых течений НЖК [20]. 

В настоящей работе рассматривается задача  
нахождения периодических возмущенных 
решений  для слоя НЖК с параллельной стенкам 
(планарной) невозмущенной ориентацией на 
границах. Исследуется зависимость периода таких 
решений от толщины слоя и параметров среды. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим слой НЖК, который в 

декартовых координатах (x, y, z) ограничен 
плоскостями hz   с невозмущенной 

ориентацией директора ),,( 010n


. Пусть  
возмущенное состояние директора имеет вид 

)sin,coscos,cossin( n


. Тогда для 

углов отклонения , θ линеаризованные уравнения 
равновесия сводятся к следующей системе, где 
индекс означает частную производную по 
соответствующей координате [5, 14]: 

xzzzxx KKKK  )( 11221122                (1) 

xzzzxx KKKK  )( 11222211  .             (2) 

Не ограничивая общности, будем искать решения 
системы (1), (2) в виде 

)sin()( kxzfθ , )cos()( kxzg           (3) 

при условии, что 0k , тогда после подстановки 
(3) в (1) и (2) можно получить выражения для 

)(zf  и g(z) в общем виде: 

)exp()()exp()()( 4321 kzzDDkzzDDzf   
,)exp()()exp()()( kzzAAkzzAAzg  4321  

где коэффициенты iA  и iD  в силу уравнений (1), 

(2) связаны соотношениями [14]  
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На стенках будем использовать модель 
Рапини – Папулара слабого сцепления директора с 
границей [21], когда анизотропная часть 
поверхностной энергии задается выражением 

)),(1(2 2mnWFS


 , где W – постоянный коэф-

фициент, вектор m


 – ось легкого ориентирования, 
которая в общем случае может свободно 
вращаться по конусу с заданным углом между 
образующей и нормалью к поверхности. 
Граничные условия для такой модели, когда ось 
легкого ориентирования направлена вдоль 
границы (планарная ориентация), для углов , θ 
приводятся к виду [19, 22, 23] 

 WKKK xz )( 112411 , 

)( 242222 KKK xz  ,                          (5) 

где в первом уравнении (5) верхний и нижний 
знаки отвечают верхней и нижней границам z =  h 
соответственно, второе условие одинаково для 
обеих границ. 

В результате соотношения (4) и граничные 
условия (5) приводят к однородной системе на 
коэффициенты Ai и Di.  
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Для существования нетривиальных 

периодических решений для возмущений  
необходимо равенство нулю определителя этой 
системы, которое распадается на два уравнения  

,))(()())

(()(

01222

42

221122

1124221124
22

241122




KKkhchWkhshK

KKKKkKkhKKK   (6) 

позволяющие определить волновое число k  как 
функцию толщины слоя и параметров среды. 
 

Исследование решения 
 

Изучим решения уравнения (6) на примере 
метоксибензилиденбутиланилина (МББА), когда 

12
11 106 K  Н, 12

22 104 K  Н [11]. Введем 

параметр )/( 221124 KKKp  . Тогда анализ 
первого (со знаком «+») из соотношений (6) 
показывает, что при указанных значениях 
параметров среды решения уравнений (6) для 

0k  существуют только при 8,0p , а у второго – 

при 96,0p . Заметим также, что существование 
решения уравнения (6) при каких-то значениях 
параметра p возможно только для очень тонких 
слоев. Например, численный анализ показывает, 
что при 88,0p  нетривиальные периодические 

решения возможны только при 810h  м, при 
которых неприменима континуальная модель.  
 

 
 
Рис. Зависимость периода L от толщины слоя 2h; А и C  
при p = 1,2; B и D при p = 1,4; A  и  B при W = 40 мкН/м;  
                            C и D при W = 8 мкН/м  

Fig. Period L as function of layer thickness 2h; A and C for        
p = 1,2; B  and D  for  p = 1,4; A  and  B for W = 40  N/m; 

                             C and D for W = 8  N/m 
 

На рисунке приведена построенная численно 
зависимость периода решений kL /  (рассмат-
ривается период отклонений директора с учетом 
эквивалентности направлений n


 и n


 ) от 

толщины слоя в диапазоне 10–500 микрон для 
значений параметра 2,1p , 4,1p  и 

5104 W , 6108 W  Н/м для уравнения (6), 
взятого со знаком «–», которая показывает, что для 
рассмотренных параметров период практически не 
зависит от толщины слоя, а определяется 
характеристиками среды и ее взаимодействием с 
границей.  

Рассмотрим также соотношение (6) при 
0W . В этом случае оно сводится к уравнениям, 

решения которых существуют при 2,18,0  p , 

при этом они имеют вид constCkh  . Это 
приводит к линейной зависимости ширины полос 
L  от толщины слоя 2h. Такой вид зависимости 

)(hL  наблюдался, например, в экспериментах 

[2, 3], где было установлено, что hL 2 . 
Вычисление p  в этом случае позволяет 

определить, что для МББА 12
24 106,9 K  Н/м, 

причем относительная разность между решениями 
уравнений (6) составляет менее 1 %. Однако для 
более точного вычисления величины 24K  
требуется дополнительное изучение допустимости 
применения условия 0W  на стенках в случае 
указанных экспериментов, кроме того, необходимо 
исследование точности применения линейного 
приближения. Заметим также, что оценка, 
выполненная другим способом и для других сред  
в случае  неодноконстантного приближения, дает 

1,36,2/ 1124 KK  [12], а в работе [14] для 
одноконстантного приближения было получено, 
что 2/24 KK . 

 
Выводы 

 
В работе исследован вопрос о существовании 

нетривиальных периодических решений в задаче о 
малых возмущениях планарно-ориентированного 
плоского слоя НЖК. Показано, что такие решения 
возможны, если в энергии Франка упругости 
ориентации учитываются слагаемые, приводимые 
к дивергентному виду, при этом величина 
коэффициента 24K  должна превышать некоторое 
критическое значение.  
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Получена зависимость периода таких 

решений от толщины слоя. Предложена новая 
интерпретация полученных ранее эксперимен-
тальных данных, на основании которой сделана 
количественная оценка величины 24K  для МББА. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 

№  15-01-00361. 
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