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Исследовано бифуркационное поведение нематического жидкого кристалла при деформации круче-

ния в магнитном поле. Показано, что переход Фредерикса является бифуркацией типа вилки. Наличие 

угла между первоначальным направлением директора и направлением магнитного поля уничтожает би-

фуркацию. Построенные по результатам анализа бифуркационная диаграмма и зависимость стационар-
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The bifurcation behavior of a nematic liquid crystal under torsional strain in a magnetic field was investi-

gated. It is shown that the Freedericksz transition is a pitchfork bifurcation. The presence of an angle between the 

initial direction of the director and the direction of the magnetic field destroys the bifurcation. The bifurcation 

diagram constructed according to the analysis results and the dependence of the stationary solutions of the evolu-

tion equation on the control parameters illustrate the results obtained.  
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Введение 

 

Явление бифуркации универсально для си-

стем любой природы [1, 2]. В основе теоретиче-

ского исследования бифуркаций лежит линейный 

анализ устойчивости (ЛАУ) динамических систем 

[3]. Основой ЛАУ является оценка устойчивости 

стационарных решений дифференциальных урав-

нений, называемых эволюционными. С помощью 

ЛАУ находят неустойчивые состояния системы, в 

которых следует ожидать бифуркации. Схема ис-

следования бифуркационного поведения динами-

ческой системы включает определение точек би-

фуркации с помощью ЛАУ, типа бифуркации и 

построение бифуркационной диаграммы. 

Хотя ЛАУ уже не раз доказывал свою эф-

фективность при исследовании поведения динами-

ческих систем живой и неживой природы, но до 

настоящего времени исследования бифуркацион- 

ного поведения нематиков при их переориентации 

во внешних полях не проводились. Поэтому целью 

данной работы является определение бифуркаци-

онного поведения нематика в случаях перехода 

Фредерикса (ПФ) и при переориентации в магнит-

ном поле произвольной ориентации по отношению 

к директору в геометрии кручения.  

 

Результаты и их обсуждение 

 

Деформация кручения нематика (ПФ) 

Рассмотрим деформацию кручения планар-

ного слоя нематика толщиной d с положительной 

анизотропией диамагнитной восприимчивости (см. 

рис. 1). Считаем, что на границах директор закреп-

лен жестко. Геометрия кручения выбрана по при-

чине отсутствия течения ( 0v


) при пере-

ориентации директора в магнитном поле [4].  
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Рис. 1. Геометрия задачи 

Fig. 1. Geometry of the problem 
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Динамику переориентации нематика в маг-

нитном поле описывает уравнение движения ди-

ректора, не содержащее слагаемых, описывающих 

макроскопическое движение. Для удобства запи-

шем его в безразмерном виде: 
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zt
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где z
d

z
π~   – безразмерная координата, 

0τ

~ t
t   – 

безразмерное время, 
2

2

2
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0
π

γ
τ

K

d
  – характерное 

время задачи, 
FH

H
h   – безразмерный параметр 

задачи, 
a

F

K

d
H

χ

π 2  – критическое поле Фреде-

рикса для деформации кручения. Отклонение ди-

ректора от положения равновесия считаем малым. 

Разложим sin 2 в ряд, учитывая первый нелиней-

ный член [5]. Тогда уравнение (1) примет вид 

322

2
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2
~~ 
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hh
zt
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


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
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Для дальнейшего анализа (2) необходимо 

преобразовать к эволюционному равнению (ЭУ) 

[3]. Распределение )
~

,~( tz  при наличии жестких 

граничных условий и малости возмущений вблизи 

точки перехода имеет вид [5] 

ztatz ~sin )
~

()
~

,~(  .                     (3) 

Подставляем функцию (3) в (2). В результате    

имеем 

zahzahz
td

da ~sin
3

2~sin)1(~sin~
3322  .    (4) 

Интегрируем (4) по zd~  в пределах от 0 до   и по-

лучаем ЭУ задачи 

FNaMa
td

da
 3

~ ,                     (5) 

где 

)1( 2  hM ;     2

9

4
hN  . 

Далее проведем ЛАУ для (5). Находим ста-

ционарные решения из условия 

0~ 
cmtd

da
.                            () 

Существуют три стационарных решения: 

 

 

1) 01 cma  и, следовательно, 0~sin11  zacmcm  

2) 
N

M
acm 3,2 , тогда 

z
h

z
N

M
zacmcm

~sin
1

1
2

3~sin~sin
23,23,2  .  

Проверяем на устойчивость стационарные реше-

ния. Не разделяя между собой три значения ст  

ввиду общих для них дальнейших вычислений, 
задаем их возмущения в виде 

)(tΘств  ,                          (6) 

где в  – возмущенное значение величины ст ,     

(t) – возмущение угла ориентации директора.  

Далее записываем линеаризованное уравнение для 

возмущений  

Θ
dt

dΘ
 ,                               (7)    

где  

2
cm

cm

NaM
a

F
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


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Решением (7) является функция 

)
~

exp()
~

( tCtΘ  ,                         (8) 

где C – постоянная интегрирования, представ-

ляющая собой начальное возмущение. Проверяем 

на устойчивость 1cma . Имеем 

MNaM cm  2
1 . 

Тогда 

)
~

exp()
~

( tMCtΘ  .                        (9) 

Величина M является управляющим параметром, 

зависящим от величины безразмерного магнитного 

поля h (см. (5)). Действительно, если  012 h  и, 

следовательно, 12 h , то 0M  и )
~

(tΘ  уменьша-

ется с течением времени, поэтому состояние 

01 cm  является устойчивым. Если 12 h , то 

0M  и )
~

(tΘ  увеличивается с течением времени, 

поэтому состояние 01 cm  становится неустойчи-

вым.  

Проверяем на устойчивость 3,2cma . Имеем 

MNaM cm 22
3,2  , 

а (8) в виде 

)
~

2exp()
~

( tMCtΘ  .                   (10) 
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В этом случае, если 12 h , то 0M  и )
~

(tΘ  уве-

личивается с течением времени, следовательно, 

состояние z
h

cm
~sin

1
1

2

3
23,2   является не-

устойчивым. Если 12 h , то 0M  и )
~

(tΘ  

уменьшается с течением времени, следовательно, 

состояние 3,2cm  является устойчивым. 

Таким образом, проверка на устойчивость 

стационарных решений (5) показывает, что нуле-

вое значение угла устойчиво при 12 h , а ненуле-

вое значение угла неустойчиво, т. е. при 12 h  ес-

ли угол не ноль, то он будет стремиться к нулю. 

Наоборот, при 12 h  нулевое значение является 

неустойчивым и поэтому будет изменяться к нену-

левому значению, которое устойчиво. Этих значе-

ний два, симметричных относительно нуля. Это 

связано с тем, что для нематика с 0χ a , при 

Hn


  директор может повернуться на угол  к 

оси H


 в силу эквивалентности направлений n


 и 

n


 . В эксперименте это проявляется в появлении 

доменной стенки, разделяющей области с различ-

ной ориентацией директора [4]. 

Существует критическое значение величины 

безразмерного магнитного поля 122  chh , при ко-

тором M = 0, а 1cm  становится стационарным реше-

нием с нейтральной устойчивостью, поскольку 

функция (9) является начальным возмущением C, не 

меняющимся с течением времени [3]. Кроме того, 

03,2 cm  при 22
chh  . Следовательно, величина 2

ch  

является точкой бифуркации типа вилки [2]. Бифур-

кационная диаграмма изображена на рис. 2.  
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Рис. 2. Бифуркационная диаграмма для ПФ в геометрии деформации кручения.  

Пунктирной линией обозначено неустойчивое состояние 01 cm  

Fig. 2. Bifurcation diagram of the Freedericksz transition at the twist distortion geometry.  

The dashed line indicates the unstable state 01 cm  

 

 

Деформация кручения нематика в магнитном поле 

произвольной ориентации по отношению к дирек-

тору 

В данном разделе рассмотрим переориен-

тацию нематика (c 0χ a , толщиной d и жестким 

креплением на границах) в магнитном поле произ-

вольной ориентации по отношению к первона-

чальному направлению директора (см. рис. 3).  

 

 

Запишем уравнение движения директора в 

безразмерном виде: 
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где  – угол между векторами n


 и H


. Из рис. 3 

видно, что 
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Рис. 3. Геометрия задачи.  – угол отклонения вектора 

H


от положения, соответствующего ПФ ( 0 ) 

Fig. 3. Geometry of the problem.  is the deviation angle  

of vector H


 from the position corresponding to the Freed-

ericksz transition ( 0 ) 

 

С учетом (12) имеем: 
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Угол  отклонения директора от положения 

равновесия считаем малыми. Разложим 

)(2sin    в ряд по  до третьего порядка вклю-

чительно 

32 2cos
3

4
2sin22cos22sin)(2sin  

При малом  последние два слагаемых имеют оди-

наковый порядок малости – третий. Этим обстоя-

тельством диктуется учет третьего порядка в раз-

ложении. Тогда (11) будет иметь вид  
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Преобразуем (14) к ЭУ. Как и в первой ча-

сти, считаем, что распределение )
~

,~( tz  имеет вид 

(3). Подставляя (3) в (14) и интегрируя по zd~  в 

пределах от 0 до  , получаем ЭУ 

FRaRaRaR
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4 2
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2
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2
1  


 hRhRhR . 

Стационарные решения (15), следующие из 

условия (), находятся из кубического уравнения 

023
2

2
3

1  RaRaRaR стстст .             (16) 

Для проверки их на устойчивость можно по-

вторить процедуру, задаваемую (6)–(8). Но, решая 

численно (16) для различных углов , можно сразу 

получить окончательный результат. Он представ-

лен на рис. 4. Здесь графики иллюстрируют пове-

дение стационарных решений в зависимости от 

управляющего параметра h, для угла ,  равного 

18


 рад (кривые 1, 2, 3) и 

360


 рад (кривые 4, 5, 6). 

Как видно из рисунка, наличие угла  в (13) уни-

чтожает бифуркацию типа вилки (ср. с рис. 2). 

Оказывается, что кривые 1 и 4 определены для 

всех значений 0h . Кривые же 2, 3 определены 

лишь при 2ĥh  , а кривые 5, 6 – при 1ĥh  , и все 

они имеют особенность типа предельной точки 

при значениях 2ĥ и 1ĥ , соответственно [6]. При 

hh ˆ  имеются лишь устойчивые решения (кривые 

1, 4), а при hh ˆ  имеет место бистабильность 

(кривые 2, 3 и 5, 6). Для рассматриваемой геомет-

рии имеется единственное состояние 0cma , реа-

лизующееся при h = 0. Это точка, в которой возни-

кает ориентационная неустойчивость [5]. Рисунок 

показывает, что при уменьшении  кривая устой-

чивых решений (4) и одна из кривых бистабильно-

сти (6) стремятся к слиянию в точке h = 1. Очевид-

но, что при  = 0 происходит восстановление би-

фуркации типа вилки. 
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Рис. 4. Графическое представление численного решения (16) для 
18


   рад и 

360


   рад. Кривая 1 и 4 соответ-

ствуют устойчивому стационарному состоянию, кривые 2, 3 и 5, 6 – бистабильному стационарному состоянию 

Fig. 4. A graphical representation of the numerical solution (16) for 
18


   rad and 

360


   rad. Curves 1 and 4 correspond 

to a stable stationary state, curves 2, 3, and 5, 6 correspond to a bistable stationary state 
 

 

Представленные результаты, полученные 

методом ЛАУ, дополняют те, что получены при 

исследовании переориентации нематиков стан-

дартными методами континуальной теории (суще-

ствование критического поля Фредерикса и его 

исчезновение при наклонной ориентации нематика 

на границах). Это касается, прежде всего, бифур-

кации типа вилки при ПФ и ее разрушения при 

наличии угла «сбивки»  между директором и 

магнитным полем. Надо иметь в виду, что бифур-

кация не имеет места при любом, сколь угодно ма-

лом, но отличном от нуля значении . Угол  мож-

но считать управляющим параметром, наряду с h, 

разрушающим бифуркацию ( 0 ) и восстанав-

ливающим ее ( = 0). При этом в первом случае 

переориентация нематика происходит при сколь 

угодно малом значении h, отличном от нуля, во 

втором появляется критическое поле Фредерикса. 

Кроме того, в стационарных решениях (16) имеет 

место бистабильность. 
 

Выводы 

Таким образом, ЛАУ может быть исполь-

зован как самостоятельный и достаточно простой  

метод исследования диссипативных процессов в 

нематических жидких кристаллах. 
 

Работа выполнена при поддержке Министер-

ства науки и высшего образования Российской Федера-

ции. 
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