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1. Реологические модели полимерных  

систем 
 

М. Рейнер [1] в 1947 г. сформулировал две 
задачи, стоящие перед микрореологией. Первая – 
исходя из экспериментальной реологической кри-
вой, вывести заключение о структуре вещества 
(что он назвал структурным анализом). Вторая – 
объяснить реологическое поведение сложного ве-
щества, зная реологические свойства составляю-
щих (что он назвал теорией структуры). Собствен-
но, первое является так называемой обратной за-
дачей, когда определяются коэффициенты некото-
рой функциональной зависимости, которые отве-
чают некоторым структурным и физико-
химическим характеристикам системы. Выбор 
адекватного реологического уравнения как раз яв-
ляется решением обратной задачи. 

Вторая задача является прямой и должна 
описать реологические данные через заданные па-
раметры системы. Примером решения такой зада-
чи будет уравнение Эйнштейна для вязкости пре-
дельно разбавленной суспензии (что Рейнер назы-
вает строгой структурной теорией). 

Представляется, что эти рассуждения имеют 
не только исторический интерес, поскольку отра-
жают два существующих подхода к описанию те-
чения сложных жидкостей. Такое описание произ-
водится с помощью микрореологических моделей.  

Рейнер [1] сообщает, что в теории моделей 
заменяют систему с неизвестной структурой моде-
лью, предполагая, что она должна вести себя ана-
логично реальной структуре. Модель состоит из 
элементов, которые, конечно, не содержатся в ре-
альном веществе, а именно, из пружин, поршней, 
блоков и т. п. 

Ближе к реальности находятся модели, со-
стоящие из дублетов шаров (Кригер, Догерти [2]), 
гибких цепочек связанных частиц (Кросс [3]), 
длинных цилиндров (Кэссон [4]), находящихся в 
вязкой среде. Все эти модели можно считать 
структурными, поскольку изменение вязкости 
прямо связано с изменением структуры вещества. 

Продолжим исторический обзор, следуя кни-
ге К. С. Рамайя [5]. В ней, в частности, поставлен 
вопрос о связи между пластичным течением с пре-
дельным напряжением сдвига и псевдопластичным 
течением с предельной нулевой вязкостью. Указа-
но, что Бингам определяет «пластичность как 
свойство твердых тел, благодаря которому они  
под влиянием небольших напряжений сдвига     

сохраняют свою форму неизменной, но при воз-
растании этих напряжений выше определенной 
критической величины необратимо деформируют-
ся или поддаются обработке». В пластичном теле 
часть напряжения сдвига расходуется на преодо-

ление «трения» материала: )(
1

s
 . «Тре-

ние» s  следует понимать (по Бингаму) как трение 

между суспендированными частицами при непо-
средственном соприкосновении их и относитель-
ном скольжении. Тела, реологическое поведение 
которых приближается к поведению, предусмот-
ренному этим уравнением, называются вязкопла-
стичными. Трение частиц рассматривается как 
возникновение и разрушение мостиков или связей 
между частицами. Основная разница между псев-
допластичным и пластичным течением заключает-
ся в том, что в псевдопластичном течении отсутст-
вует реальное предельное напряжение сдвига s .  

При псевдопластичном течении согласно не-
которым авторам часть мощности, необходимая 
для поддержания данной скорости потока, расхо-
дуется на преодоление вязкого сопротивления, а 
остальная часть на деформацию или разрушение 
(дефлокуляцию) структуры дисперсной фазы.  

Разложение общей мощности на мощности, 
затраченные на вязкое и пластичное течения, дает 
уравнение для напряжения сдвига 





  

0 ,    



  /1

0 , 







0 .                         (1) 

 
Далее отмечено [5], что основное положение 

Бингама о предельном напряжении сдвига и пла-
стичности как факторах, вызывающих аномальное 
неньютоновское течение в дисперсных системах, 
оспаривалось рядом исследователей. Многие ано-
мальные системы не показывают реальное пре-
дельное напряжение сдвига, демонстрируя псевдо-
пластичное течение. 

Сразу отметим, что уравнение (1) совпадает 
по форме с полученным позднее уравнением 
Вильямсона – Джиллеспи [6]. Предложенная нами 
[7] обобщенная модель течения приводит к урав-
нению, которое отличается от уравнения (1) только 
наличием степени 1/2 у измеряемых реологиче-
ских величин:  
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2/12/1
с

2/1
2/1

2/1
с2/1 




 


.             (2) 

Кроме того, в предложенной нами структур-
ной реологической модели потери на разрушение 
структуры в ходе стационарного течения пренеб-
режимо малы и потери энергии приходятся на об-
текание агрегатов частиц (первое слагаемое) и на 
обтекание отдельных частиц (второе слагаемое). 

Большинство исследователей используют 
для аппроксимации реологических данных урав-
нение Карро – Яшида [8, 9], по форме сходное с 
уравнением (1): 

 mn
y )(/  ,                    (3) 

где n и m – подгоночные коэффициенты (для своей 
модели Карро первоначально выбрал n = 2). Это 
уравнение широко используется для анализа кри-
вых течения дисперсных и полимерных систем, но, 
насколько нам известно, без пояснения физическо-
го смысла коэффициентов. Легко видеть, что оно 
превращается в уравнение Кросса при m = 1, в 
уравнение Джиллеспи при m = n = 1. 

К. С. Рамайя [5] сообщает, что ряд ученых 
рассматривает аномальное течение жидкостей как 
результат упругого сдвига. Те жидкости, в которых 
упругость сдвига становится измеримой величи-
ной, получили название упругих жидкостей. Пред-
ставление об упругости сдвига в жидкостях и при-
менение модуля сдвига жидкостей как параметра, 
характеризующего аномальное неньютоновское 
течение структурированных жидкостей, представ-
ляют собой (по мнению К. С. Рамайя) чисто фор-
мальный подход к вопросу, который имеет весьма 
сложный физический характер. 

Действительно, подход, разработанный Мак-
свеллом еще в  XIX в., предлагает моделировать 
поведение реальной вязкоупругой жидкости меха-
нической системой пружин и демпферов (элемен-
тов Гука и Ньютона), в которой напряжения и де-
формации рассчитываются по определенным пра-
вилам [8–12]. 

В общем, часть работы внешних сил затра-
чивается на увеличение упругой энергии (моделью 
идеальной упругой системы является пружина), а 
часть – рассеивается в результате вязкого трения 
(моделью идеальной вязкой системы является 
демпфер). Известная модель жидкости Максвелла 
представляет собой последовательное соединение 
пружины   и  демпфера  [8].  Напряжения  сдвига  в  

 

обоих элементах одинаковы, а деформации и ско-
рости деформации аддитивны: 

вязупр  ; вязкупр  ; вязупр   .   (4) 

Для отдельных элементов справедливы со-
отношения: 

γτупр G  ;      вяз .               (5) 

После их подстановки в уравнения (4), получим 

η

ττ
γ 

G


 .                                (6) 

Это простое дифференциальное уравнение позво-
ляет рассчитать зависимость напряжения от вре-
мени при быстром увеличении деформации и ее 
фиксации )0,const(   . 
В результате интегрирования уравнения 

t
Gt

d
d

 
00
ητ

τ



 получим выражение 

G/

t

0 e 


 .                                 (7) 

Здесь время релаксации напряжения сдвига равно 
G/ηλ . 

При постоянном напряжении 0  из уравнения 

t
G

t

d
0 η

ττ
γ 00  получим 

G
tt 00 τ

η

τ
γ )( .                          (8) 

Модель Максвелла можно использовать для 
анализа динамических измерений: деформация за-

дается в комплексном виде ti
0e)t(  ; скорость 

деформации )t(iei)t( ti
0   ; напряжение 

)t(i
0e)t(  ; скорость изменения напряжения 

)t(i
0ei)t(  . После подстановки в уравне-

ние состояния (6) получим 
η

eτeiω
iω

iδ
0

iδ
0

0 
G

 . 

Комплексный модуль сдвига равен 
iδ

00 )e/γ(τ */γ*τ *G , отсюда 

1i

i

1G/i

G/i

G

*G








 . Умножая числитель и 

знаменатель на )i1(  , получим 

2

2
r

)(1

)(ti

G

*G




 . Учитывая,   что   GiG*G  ,  
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получим 

2

2

)(1

)(G
G




 , 
2)(1

G
G




 .              (9) 

Для расчета зависимости )t( уравнение (6) ин-
тегрируется дважды [11]: 

td)t,t(e
G

)t( /)tt(
t




 


 ,          (10) 

здесь )t,t(   задает последнюю деформацию ве-

щества, определенную в интервале между t  и t  . 
Уравнение (10) линейно по отношению к дефор-
мации сдвига и поэтому не может объяснить явле-
ние сдвигового разжижения. Для учета нелинейно-
сти вводят в уравнение (10) функцию затухания, 

например, вида 
)t,t(ke)(h  .  

Интегральное уравнение приобретает вид 

td)t,t(ee
G

)t( )t,t(k/)tt(
t




 


 .    (11) 

Если k = 0, то вещество ведет себя как ньютонов-
ская жидкость.  
В этом уравнении зависимость от деформации   

содержится в функции затухания )(h  , а зависи-
мость от времени t содержится в функции памяти 




 /)tt(e

G
)tt(m . Для расчета стационарно-

го сдвигового течения задают деформацию 
)t,t(   в виде )tt()t,t( 0   , где 0  – 

скорость сдвига при стационарном течении. Под-
становка в (11) приводит к аналитическому выра-
жению [11] 

2)1(
)

0

0
0 γλ

γη
γ(τ






k
 .                   (12) 

Важно отметить появление в этих уравнени-
ях квадратичной зависимости. Кроме того, соот-
ношения (9, 12) плохо описывают эксперимен-
тальные результаты сдвигового течения и динами-
ческих измерений. Поэтому вводят серию элемен-
тов Максвелла с набором параметров (Gi , λi ), что 
позволяет аппроксимировать достаточно сложные 
реологические кривые. 

Легко видеть, что уравнения вязкоупругого 
течения имеют смысл только при наличии кон-
станты упругости Gi  и времени релаксации λi .  

Другие  теории  имеют сходный характер, их 
объединяет понятие релаксационного спектра [10].  

 

В этом случае модуль упругости и модуль 
вязкости имеют вид: 





 


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)(
)(G)(G
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Функция )(G   представляет собой сплошной ре-
лаксационный спектр. Набор констант упругости и 
времен релаксации ( );G ii   определяет дискрет-
ный релаксационный спектр. 

В одномерной K-BKZ модели [10] исполь-
зуются уравнения (14) и следующее уравнение для 
напряжения сдвига: 

td)t(h)tt(m)t(
t

 


,             (15) 

где функция памяти имеет вид 

)
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


  , h – функция за-

тухания. Для стационарного сдвигового течения 
также получены [12] уравнения 
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В настоящее время для описания сдвигово-
го течения полимерных систем обычно исполь-
зуют степенное уравнение Карро – Яшида и его 
варианты, причем смысл коэффициентов реоло-
гического уравнения не раскрывается. 

Интерпретация результатов динамических 
измерений часто производится с помощью моде-
лей, использующих дискретный релаксационный 
спектр, например расширенной модели Мак-
свелла (уравнения 14). Затем полученный релак-
сационный спектр используют для аппроксима-
ции кривых сдвигового течения (уравнения 16    
и 17). Также используют более сложные сочета-
ния механических элементов (модели Кельвина – 
Фойхта и Бюргера).  

В представленной работе покажем возмож-
ности применения структурной реологической мо- 
дели для интерпретации реологического поведения
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некоторых полимерных систем, которые обычно 
описываются с помощью моделей с релаксационным 
спектром. 
 

2. Аппроксимация реологических данных 
 

Чтобы сравнить возможности структурной 
реологической модели и общепринятых моделей 
теоретической реологии, рассмотрим реологическое 
поведение некоторых типичных расплавов полиме-
ров [10]. В рамках K-BKZ модели [10] кривая вязко-
сти и зависимости модулей упругости и вязкости от 
частоты описываются с помощью одного дискретно-

го релаксационного спектра, имеющего 8 мод, и двух 
дополнительных коэффициентов (табл. 1 в работе 
[10]). Таким образом, используются 18 подгоночных 
коэффициентов, что позволяет с хорошей точностью 
описывать экспериментальные данные на всем ин-
тервале измерений. 

В рамках структурной реологической модели 
допускается разбиение полных реологических кри-
вых на участки с различными реологическими ре-
жимами. На рисунке 1 показано реологическое пове-
дение расплава полиэтилена высокой плотности 
(HDPE).  
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Рис. 1. Кривые течения расплава полиэтилена высокой плотности (HDPE), представленные в двойных логарифмиче-
ских координатах (а) и в корневых координатах (б). Экспериментальные данные из работы [10]. Сплошные линии 
построены с помощью обобщенного уравнения течения с коэффициентами в табл. 1. Указаны район аппроксимации  
                                                                       и район начала срыва течения 
 
 

Кривая вязкости хорошо аппроксимируется 
трехпараметрическим обобщенным уравнением    
течения (2), за исключением небольшого участка 
высоких скоростей сдвига, где начинается переход 
к состоянию срыва течения. Срыв течения (скач-
кообразное увеличение скорости сдвига) часто    

наблюдается при высоких скоростях сдвига в рас-
творах и расплавах полимеров, приближенно вы-

ражается уравнением const,/ StSt   . Ко-

эффициенты реологического уравнения указаны    
в табл. 1. 

 
Таблица 1. Коэффициенты обобщенного уравнения течения расплавов 

полиэтилена HDPE (190 ºС) и LDPE (160 ºС). Единицы измерения – в системе СИ 
 

Расплав полимера 2/1
с
  2/1

с
    021 /  

Полиэтилен HDPE  519,8 4,85 1,36 388,1 
Полиэтилен LDPE, низкие скорости 70,5 61,5 0,195 424,1 
Полиэтилен LDPE, высокие скорости 287,8 5,71 1,71 174,3 
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В структурной модели течения уравнения 

для модулей вязкости и упругости имеют следую-
щий вид: 

2/12/1

2/1

2/1
2/1 g

G 
 


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2/12/1
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G  
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
  .         (19) 

Все буквенные обозначения в формулах, кроме 
G и ω, – постоянные коэффициенты. Результаты ап-
проксимации этими уравнениями показаны на рис. 2, 
коэффициенты уравнений приведены в табл. 2. 

На рисунке 2, а можно выделить два интер-
вала частот  : на интервале (II) зависимость G'(ω) 
описывается уравнением (19); на интервале (I)       
наблюдается  снижение  экспериментальных точек  

по  отношению к расчетной кривой с наблюдаемой 

на графике тенденцией к зависимости 2~G  . За-
висимость G''(ω) описывается уравнением (18) 
вплоть до начала срыва течения, обозначенного 
стрелкой на графике. Такого рода поведение модуля 
вязкости G''(ω) наблюдается и в других расплавах и 
растворах полимеров. При низких частотах имеется 
тенденция к линейной зависимости  ~G . 

Остановимся более детально на поведении 
модуля упругости G'(ω). На интервале частот выше 
0,3 с–1 справедливо уравнение (19), что показано  
на рис. 2, б. На интервале низких частот   зави-
симость G'(ω) можно представить прямолинейной 
зависимостью как в линейных координатах      
(рис. 2, в), так и в корневых координатах (рис. 2, г).  

 
 

Таблица 2. Реологические характеристики расплавов полиэтилена HDPE и LDPE  
для кривых течения и кривых упругости (единицы измерения в системе СИ) 

 
 

вязкость G  ,  Упругость G ,    
Расплав полимера 

g  2/1
    g   2/1

      

Полиэтилен HDPE  190 ºС  346,0 0,789 0,759 574,9 1,63 2,25 
Полиэтилен LDPE,  160 ºС 
низкие скорости 

77,3 34,1 0,205 112,9 4,43 0,534 

Полиэтилен LDPE,   160 ºС 
высокие скорости 

228,1 2,83 1,63 295,9 4,42 2,51 

 
 

Таким образом, квадратичная зависимость 

вида 2~G   при низких частотах является ар-
тефактом. По величине коэффициента детерми-
нации R2, который показывает величину досто-
верности аппроксимации (рис. 2, в, г), можно 
выбрать эмпирическую формулу для описания 
участка низких частот сдвиговых колебаний в 
виде: 

)( 2/1
0

2/1
0

2/1 ωω  gG .                 (20) 

 
Реологическое поведение полиэтилена 

низкой плотности (LDPE) имеет более сложный 
вид (рис. 3).  

 

Кривая вязкости )(   может быть ап-
проксимирована трехпараметрическим обоб-
щенным уравнением течения (2) только при ус-
ловии разделения полной кривой вязкости на 
две части (рис. 3, а). Коэффициенты реологиче-
ского уравнения представлены в табл. 1. 

Подобное разделение полной кривой вяз-
кости на две части также обнаружено в концен-
трированных эмульсиях, растворах полимеров, 
причем величина коэффициента   всегда много 
меньше для участка низких скоростей сдвига, 
что указывает на большее значение структурной 
части вязкости.  
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Рис. 2. Реологическое поведение расплава полиэтилена высокой плотности (HDPE):  
а – зависимости модуля вязкости (квадраты) и модуля упругости (кружки) от циклической частоты сдвиговых коле-
баний в двойных логарифмических координатах; б – зависимость модуля упругости (кружки) от циклической часто-
ты в корневых координатах; в – зависимость модуля упругости (кружки) от циклической частоты на участке низких 
скоростей сдвига в линейных координатах; г – зависимость модуля упругости (кружки) от циклической частоты на 
участке низких скоростей сдвига в корневых координатах. Пунктирные линии соответствуют линейной и квадратич- 
                         ной зависимости  измеренной величины от частоты колебаний. Данные из работы [10] 
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Рис. 3. Кривые течения расплава полиэтилена низкой плотности (LDPE), представленные в двойных логарифмиче-
ских координатах (а) и в корневых координатах (б) и (в). Экспериментальные данные взяты из работы [10]. Линии 
построены с помощью обобщённого уравнения течения с коэффициентами из табл. 1 (сплошная линия используется  
                                для высоких скоростей сдвига, пунктирная линия – для низких скоростей)  
 
 
 

Результаты динамических измерений также 
показывают разделение полных кривых на участки 
низких и высоких частот (рис. 4, а). На каждом из 
этих участков экспериментальные данные описы-
ваются уравнениями (18) и (19), что показано на 
рис. 4, б, в. Коэффициенты уравнений приведены  
в табл. 2. 

Таким образом, реологическое поведение 
некоторых расплавов полимеров при сдвиговом 
течении и при сдвиговых колебаниях может быть 
описано с помощью структурной реологической 
модели при существенно меньшем количестве 
подгоночных коэффициентов и с помощью про-
стой процедуры аппроксимации в пакете Excel. 
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Рис. 4. Реологическое поведение расплава полиэтилена низкой плотности (LDPE): 
а – зависимости модуля вязкости (квадраты) и модуля упругости (кружки) от циклической частоты сдвиговых коле-
баний в двойных логарифмических координатах; б – зависимость модуля упругости (кружки) и модуля вязкости 
(квадраты) от циклической частоты в корневых координатах на участке низких частот; в – зависимость модуля упру-
гости (кружки) и модуля вязкости (квадраты) от частоты в корневых координатах на участке высоких частот. Данные  
                                                                                         из работы [10] 
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