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Двухточечная краевая задача традиционно применяется в механике сплошных сред при описании 
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Введение 

 
Двухточечная краевая задача традиционно 

применяется в механике сплошных сред при опи-
сании тепломассопереноса, колебательных про-
цессов и других явлений, зависящих от граничных 
условий. Подобные математические модели имеют 
большое прикладное значение при изучении 
свойств и структуры жидких кристаллов. Доста-
точно широкий класс таких задач может быть опи-
сан линейной системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ) вида 
 
y'(x) – A(x) y(x) = f(x),       a ≤ x ≤ b ;             (1) 
 
здесь a2R, b2R, x2R, A : [a, b] ! C n×n, f : [a, b] ! C n – 
заданные непрерывные функции, y : [a, b] ! C n – 
искомая функция. Система дополняется разделен-
ными  линейными граничными условиями 
        φa y(a) = γa,    φb y(b) = γb,                    (2) 
 
где   φa2 C m×n,   φb2 C (n-m)×n,  γa2 C m,    γb2 C n-m – за-
данные матрицы, rank φa = m, rank φb = n – m.     

 
Результаты и обсуждения 

 
Существует целая группа методов решения 

задачи (1), основанных на так называемом 
«встречном переносе» граничных условий во 
внутреннюю точку отрезка [a, b]. Рассмотрим один 
из них. Для этого распространим граничные усло-
вия (2) на весь отрезок [a, b]: 
 

 φl (x) y(x) = γl(x),    φr(x) y(x) = γr(x),       (3) 
 
где φl : [a, b] ! C m×n, φr : [a, b] ! C (n-m)×n, γl :      [a, b] ! 
C m, γr : [a, b] ! C n-m, rank φl = m, rank     φr = n – m, 
такие, что 
 
φl (a) = φa,  γl(a) = γa, φr (b) = φb,  γr(b) = γb.       (4) 

Определим функции φl(x),  γl(x), φr(x),  γr(x). Для 
этого продифференцируем (3) по x: 

φl'(x) y(x) + φl(x) y'(x) = γl' (x), 
φr'(x) y(x) + φr(x) y'(x) = γr'(x),       (5) 

x 2 [a, b]. 
Подставим y'(x) из (1): 
 
φl'(x) y(x) + φl(x) (A(x) y(x) + f(x)) = γl'(x),    
φr'(x) y(x) + φr(x) (A(x) y(x) + f(x)) = γr'(x),     (6) 
x 2 [a, b]; 

 
или 
 

(φl'(x) + φl(x) A(x)) y(x) = γl' (x) – φl(x) f(x),    
(φr'(x) + φr(x) A(x)) y(x) = γr'(x) – φr(x) f(x),  (7) 
x 2 [a, b]. 

 
Исходя из (3) получаем, что для всех x 2 [a, b] 
имеют место соотношения: 
 

φl'(x) + φl(x) A(x) = M(x) φl(x),        (8) 
φr'(x) + φr(x) A(x) = N(x) φr(x),  

 
γl'(x) – φl(x) f(x) = M(x) γl(x),          (9) 
γr'(x) – φr(x) f(x) = N(x) γr(x),     

 
где M : [a, b] ! C m×m,  N : [a, b] ! C {n-m)×(n-m) –   неко-
торые функции. 

Умножим (8) справа на φl*(x) и φr*(x) соот-
ветственно. Здесь * – эрмитово сопряжение. Одно-
временно потребуем, чтобы для всех x ∈ [a, b] 
имели место соотношения: 
 

φl'(x) φl*(x) = 0,   φr'(x) φr*(x) = 0,          (10) 
 
что влечет 

φl(x) φl*(x) = const, 
φr(x) φr*(x) = const,         (11) 
x 2 [a, b]. 

 
Тогда (8) будет иметь вид: 

φl(x) A(x) φl*(x) = M(x) φl(x) φl*(x),  
φr(x) A(x) φr*(x) = N(x) φr(x) φr*(x),     (12)  
x 2 [a, b].   
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Отсюда найдем функции M и N: 

M(x) = φl(x) A(x) φl*(x) (φl(x) φl*(x))-1,  
N(x) = φr(x) A(x) φr*(x) (φr(x) φr*(x))-1,    (13)  
x 2 [a, b]. 

Подставив в (8) и (9) получаем две задачи Коши 
для переноса граничных условий из концов отрез-
ка [a, b] в произвольную точку x 2 [a, b]: 
φl'(x) + φl(x) A(x) (I – φl*(x) (φl(x) φl*(x))-1φl(x))= 0, 
γl'(x) – φl(x) A(x) φl*(x) (φl(x) φl*(x))-1 γl(x) =  
= φl(x) f(x),                                              (14) 
φl (a) = φa,  γl(a) = γa,   x 2 [a, b], 

 
φr'(x) + φr(x) A(x) (I – φr*(x) (φr(x) φr*(x))-1φr(x))= 0, 
γr' (x) – φr(x) A(x) φr*(x) (φr(x) φr*(x))-1 γr(x) = 
=  φr(x) f(x),                                              (15) 
φr (b) = φb,  γr(b) = γb, x 2 [a, b], 
где I – единичная матрица соответствующей раз-
мерности. Очевидно, что решение y(x) краевой за-
дачи (1) в этой точке можно получить исходя из 
системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ): 
 

φl(x)  γl(x)  
… y(x)       = …                  (16) 
φr(x)  γr(x)  

 

Без ограничения общности можно потребовать 
выполнения условий: 

   φa φa* = I,    φb φb* = I.       (17) 
Вопросы устойчивости данного метода под-

робно рассматриваются в [1]. В частности, оказы-
вается, что задачи Коши (14)–(15) численно устой-
чивы, если исходная краевая задача устойчива от-
носительно малых возмущений функций ее опре-
деляющих, включая удовлетворительную обуслов-
ленность СЛАУ (16). Кроме того, выполнение ус-
ловия (10) в процессе интегрирования задач Коши 
(14)–(15), означает, что при перемещении в беско-
нечно близкую точку x + dx базис линейного мно-
гообразия в ней будет получаться ортогональным 
проектированием базиса в исходной точке x. Это 
соответствует наиболее медленному изменению 
базиса из всех возможных и одновременно означа-
ет, что решение задач Коши (14)–(15) также  будет  
изменяться  наиболее медленно среди всех извест- 

ных методов переноса граничных условий. Что да-
ет возможность увеличить шаг в методе численно-
го интегрирования. [1, с. 405] Там же автор не ре-
комендует в ходе численного интегрирования (14) 
–(15) в силу свойства (17) отказываться от вычис-
ления (φl(x) φl*(x))-1 и (φr(x) φr*(x))-1.  

В целом данный метод можно считать одним 
из самых эффективных методов встречного пере-
носа граничных условий, поэтому определенный 
интерес представляет обсуждение некоторых ас-
пектов его практической реализации, включая вы-
бор и возможную адаптацию численных методов 
решения задач Коши (14)–(15) и СЛАУ (16). 

Следует отметить, что системы (14)–(15) со-
стоят из двух различных уравнений первого по-
рядка: матричного – для φl(x) и φr(x) и векторного – 
для γl(x) и γr(x). Поскольку большинство про-
граммных реализаций методов численного реше-
ния задачи Коши существует только в векторной 
форме, необходимо выполнить ряд модификаций 
классического алгоритма. В частности, крайне 
привлекательным с точки зрения программной 
реализации выглядит размещение матрицы φl(x) и 
вектора γl(x) в непрерывной области памяти, кото-
рую затем можно интерпретировать как вектор    
ψ1 (x) ∈ C(m+1)n, таким образом «механически» при-
водя систему (14) к векторному виду. Тогда можно 
интегрировать оба уравнения согласованно,       
вычисляя правые части при одних и тех же значе-
ниях независимой переменной. Очевидно, что    
сказанное выше справедливо и для системы (15). 
Такой подход приводит к существенному сниже-
нию трудоемкости вычислений из-за наличия         
у уравнений системы общих матричных подвыра-
жений φ(x) A(x) и φ*(x) (φ(x) φ*(x))-1. Однако необ-
ходимо принять дополнительные меры для       
обеспечения контроля погрешности вычислений и  
автоматического выбора  шага интегрирования. 

Это связано с тем, что при реализации чис-
ленных методов решения задачи Коши для систем 
ОДУ в алгоритмах контроля погрешности и выбо-
ра шага применяются оценки на основе нормы 
вектора ||·||1, что будет не совсем корректным при-
менительно к компонентам вектора ψ(x), содержа-
щим элементы матрицы φ(x). Более предпочти-
тельным в данном случае следует считать вычис-
ление евклидовой нормы ||ψ(x)|| e = (ψ(x) ψ*(x))1/2. 
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Поскольку вычисление квадратного корня – доста-
точно затратная процедура, необходимо преобра-
зовать все выражения, связанные с оценкой нормы 
таким образом, чтобы в них входил ее квадрат, что 
несколько уменьшит трудоемкость оценок. 

При выборе конкретных методов численного 
решения задач Коши (14)–(15) можно ограничить-
ся явными методами, поскольку эти задачи хорошо 
обусловлены настолько, насколько хорошо обу-
словлена исходная краевая задача (1)–(2) [1, 2]. 
Наиболее популярными методами из этой группы 
являются методы Рунге – Кутты. Очевидно, что из-
за высокой трудоемкости вычисления правой час-
ти систем (14)–(15) крайне желательно минимизи-
ровать количество таких вычислений одновремен-
но с максимально возможным увеличением шага 
интегрирования. Одним из способов достижения 
этой цели может служить повышение порядка ме-
тода и применение оценки погрешности по Фель-
бергу для автоматического прогноза величины 
следующего шага интегрирования. Некоторые 
подходы к построению схем методов численного 
решения задачи Коши на основе разложения в ряд 
Тейлора и алгоритмы автоматического выбора по-
рядка метода и управления шагом интегрирования 
можно найти в [3]. В данном случае для решения 
систем (14)–(15) целесообразно применить методы 
Рунге – Кутты – Фельберга седьмого-восьмого по-
рядков и Дормана – Принса восьмого порядка, по-
скольку при прочих равных условиях они позво-
ляют проводить интегрирование системы с гораздо 
большей величиной шага, чем популярный метод 
Рунге – Кутты – Фельберга четвертого-пятого по-
рядков. 

Поскольку решение задачи Коши в методах 
переноса граничных условий является лишь одним 
из этапов решения основной задачи, следует уже-
сточить требования, предъявляемые к контролю 
погрешности применяемых методов. В частности, 
целесообразно исходить из предположения, что 
локальные погрешности интегрирования сумми-
руются, что приводит к следующему варианту вы-
ражения для прогноза шага интегрирования: 

11
1

−+
+ δε⋅⋅= t

kkk
t

t

k hFh ,     (18) 

где hk , hk+1 – текущее и прогнозируемое значения 
шага, εk – максимально допустимое значение по-
грешности на текущем шаге, δk – оценка погреш-
ности на текущем шаге, t – порядок метода,            

F – «константа безопасности». Желательно огра-
ничить диапазон однократного изменения шага, 
например, уменьшать его не более чем в 256 раз, а 
увеличивать – не более чем в 16 раз. Одно из воз-
можных значений «константы безопасности» – 
15/16. В случае применения метода четвертого по-
рядка для некоторого снижения трудоемкости 
классического контроля погрешности по методу 
Рунге можно рекомендовать при необходимости 
уменьшать шаг в два раза, а увеличивать – в пол-
тора. Кроме того, следует предусмотреть мини-
мально возможное значение шага исходя из раз-
рядности мантиссы и возможных ограничений на 
время выполнения программы. Это значение мож-
но определять автоматически, например, взяв не-
которую долю от полусуммы модулей границ ин-
тервала интегрирования. Ситуацию, когда прогно-
зируемая величина шага становится меньше ми-
нимального значения, следует считать аварийной, 
поскольку требуемая точность решения вряд ли 
будет достигнута. Однако интегрирование может 
быть продолжено с шагом, равным этому мини-
мальному значению.  
 

Заключение 
 

Очевидно, что задачи (14)–(15) должны ре-
шаться на одной и той же сетке, в узлах которой 
необходимо получить решение задачи (1)–(2). По-
этому в качестве начального значения шага можно 
принять расстояние между первыми узлами сетки 
и сохранять достигнутую на конце каждого интер-
вала величину шага в качестве начального значе-
ния для интегрирования на следующем интервале. 
Для гарантированного получения решений систем 
(14) и (15) в одних и тех же узлах сетки независи-
мо ни от переменной величины шага, ни от интег-
рирования в противоположных направлениях, не-
обходимо предусмотреть проверку на «захват» 
ближайшего узла сетки на текущем шаге. В этом 
случае шаг должен корректироваться с целью точ-
ного «попадания» в узел сетки. Эту процедуру 
можно выполнять не только в сторону уменьшения 
шага, но и в сторону небольшого превышения, на-
пример, на 1/16 величины шага. 

Существенного снижения трудоемкости вы-
числений можно достичь, применив для вычисле-
ния обратной матрицы (φ(x) φ*(x))-1 метод квад-
ратного корня и метод LU-разложения для реше-
ния СЛАУ (16). 
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Как в том, так и в другом случае для контроля по-
грешности необходимо выполнять итерационное 
уточнение решения. Кроме того, выполнение 
свойств (11) или (17) можно применить в качестве 
дополнительного средства контроля точности чис-
ленного решения как задач Коши (14)–(15), так и 
исходной задачи (1)–(2). 

С точки зрения программной реализации не-
обходимо использовать систему программирова-
ния, поддерживающую комплексный тип данных 
удвоенной точности. Данные в ходе решения мож-
но хранить в группе согласованных стеков: для  
узлов сетки xi, вектора  ψl(xi) и решения y(xi) сис-
темы (1)–(2).  

В целом реализация метода ортогонального 
переноса граничных условий представляет опреде-
ленный интерес, поскольку, с точки зрения требо-
ваний к аппаратным ресурсам, в ходе решения за-
дачи Коши расходуется только время работы про-
цессора, а объем занимаемой оперативной памяти 
практически не зависит от количества узлов сетки. 
Это позволяет получать решение задачи (1)–(2) 
даже на вычислительных установках с ограничен-
ными ресурсами. 
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