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Изучена задача о распространении гармонических волн малой амплитуды вдоль поверх-

ности несжимаемого нематического жидкого кристалла. Исследован случай больших чисел 
Эриксена, когда упругостью ориентации можно пренебречь по сравнению с вязкими силами. В 
таком приближении при планарной и гомеотропной начальных ориентациях директора воз-
можно аналитическое решение задачи. При этом в случае линеаризованных уравнений эволю-
ция директора полностью определяется движением среды, которая, в свою очередь, описыва-
ется как вязкая анизотропная жидкость. В случае изотропного поверхностного натяжения и 
идеальной невесомой неинерционной внешней среды получено решение для поверхностных волн, 
выведено дисперсионное соотношение, исследована зависимость круговой частоты и коэффи-
циента затухания от волнового числа и коэффициентов вязкости Лесли. 

Ключевые слова: поверхностные волны, нематические жидкие кристаллы, дисперси-
онное соотношение. 
 

The problem of propagation of small amplitude harmonic waves along the surface of incom-
pressible nematic liquid crystal is considered. The approximation of large Ericksen number is studied 
when the orientation of director is determined by viscous forces and it is possible to neglect the orien-
tation elasticity. Solutions in the case of planar and homeotropic initial director orientation for this 
model are received.  The dispersion relation for these solutions is also studied and diagrams for real 
and imaginary parts of frequency as a function of wave number were built numerically. 

Key words: surface waves, nematic liquid crystals, dispersion ratio. 
 
 

Изучение проблемы распространения поверхностных волн в вязкой жидкости 
ведется уже длительное время [1]. В отличие от идеальной жидкости движение вязкой 
среды не является потенциальным, и даже в случае, когда рассматривается линеаризо-
ванная задача, алгебраическое выражение для частоты как явной функции волнового 
числа отсутствует, сама же частота становится комплексной.  В монографии  [2] рас-
сматривалась задача о распространении поверхностных волн в случае нелинейного по-
верхностного натяжения. В работе [3] изучались капиллярные волны и их применение 
для экспериментального определения параметров среды в случае анизотропного по-
верхностного натяжения в каплях магнитной жидкости. В работах [4, 5] были рассмот-
рены температурные флуктуации на свободной поверхности нематического жидкого 
кристалла (НЖК) с изотропным поверхностным натяжением при наличии магнитного 
поля. В работах [6, 7] была рассмотрена задача о распространении поверхностных волн 
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для модели нематиков в приближении Франка-Озеена и идеальной невесомой и не-
инерционной внешней среды, в этом случае линеаризованные уравнения движения и 
эволюции директора разделяются и существует аналитическое решение. Однако в по-
лученном дисперсионном при такой постановке соотношении невозможно выделить 
зависимость частоты от волнового числа в явном  виде. В работе  [8] были изучены по-
верхностные волны на границе раздела НЖК-тяжелая вязкая изотропная жидкость и 
при помощи параметрического подхода исследовано дисперсионное соотношение. Ис-
следование дисперсионного соотношения, а также оценки, сделанные в [4], показали, 
что в ряде задач основную роль в движении жидкокристаллической среды играют вяз-
кие силы, при этом упругостью ориентации можно пренебречь. Настоящая работа по-
священа изучению поверхностных волн в этом случае. 
    
Модель нематических жидких кристаллов  

Рассмотрим модель НЖК согласно [9, 10]. Будем рассматривать несжимаемую 
среду, в этом случае закон сохранения массы сводится к уравнению  

 0 i
iv ,                                                                    (1) 

где iv – компоненты вектора скорости. Анизотропные свойства среды описываются  
единичным вектором n  (директором), задающем среднее направление ориентации 
длинных осей молекул или структурных единиц частицы среды.  Наличие такого до-
полнительного параметра приводит к появлению анизотропной части свободной энер-
гии – энергии Франка 
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где без ограничения общности использовано одноконстантное приближение. Выпишем 
уравнения движения такой среды в предложенном Лесли виде [10]: 
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где vrot
2 , U  – потенциал  силы тяжести,   – плотность, ije – компоненты тензора 

скоростей деформации, p  – давление,  i  – коэффициенты вязкости Лесли, 

231   , 32562   .  Уравнение эволюции директора (4) спроектировано 
на направление, перпендикулярное  n , что позволяет исключить неопределенный мно-
житель Лагранжа, возникающий в общем случае из условия 1|| n , при этом из трех 
соотношений независимыми являются только два.  

Для системы уравнений (1)―(6) можно ввести несколько безразмерных чисел, 
позволяющих оценивать вклад сил различной природы и упрощать модель. В частно-
сти, можно рассмотреть два параметра: число Рейнольдса  /Re LV  и число Эрик-
сена KVLE /  [9], где L , V  и   – характерные значения длины, скорости и  коэф-
фициентов вязкости Лесли соответственно. Также можно рассматривать отношение 
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этих чисел 2/Re/  KE  , которое не зависит от характерных величин изучаемой 
задачи, а определяется только параметрами среды. Для типичных нематиков 

410 [10]. В настоящей работе предполагается рассмотреть случай больших чисел 
Эриксена 1E , когда  силами упругости ориентации можно пренебречь. Таким обра-
зом, в уравнениях (3) и (4)  можно опустить слагаемые, содержащие производные от 
энергии Франка VF . При этом в случае, когда 1/ 12  , уравнение (4) сводится к ус-
ловию вмороженности контравариантных или ковариантных компонент единичного 
вектора n  [11]. 
 
Постановка задачи о поверхностных волнах   

Рассмотрим задачу о распространении гармонических волн малой амплитуды по 
поверхности нематической среды бесконечной глубины с учетом силы тяжести. Пусть 
декартова система координат выбрана так, что ось z   противонаправлена вектору силы 
тяжести, а ось  x  – вдоль волнового вектора k


. В начальном невозмущенном состоя-

нии неподвижная нематическая фаза занимает полупространство 0z , поле директора 
однородно,  )cos,sinsin,cos(sin0 n . Внешнюю среду будем считать идеальной, 
невесомой, неинерционной. Положим, что v ,  , 0nn 

  малы, индекс 0 относится к не-
возмущенному начальному состоянию. В этом случае линеаризованные около началь-
ного состояния уравнения (4) и (5) примут вид 
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Таким образом, тензор вязких напряжений зависит только от компонент тензора скоро-
стей деформации и начальной ориентации директора, поэтому уравнения (1), (3) отде-
ляются от уравнений (4). Будем искать решение систем (1), (3) в виде 

))(Re( Ezuv ii  ,      ))(Re( EzqUp  ,      ))(exp( kxtiE    
с формой свободной поверхности )Re(QE , при этом    и Q  – комплексные числа. 
Исключая Up   и 1v  из линеаризованных соотношений (1), (3), получим систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений для 2u  и 3u : 
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20212230313233 ''''''''' uBuBuBuCuCuCuC  ,                                (8) 
где iA , iB , iC  – рациональные выражения от  , i  и k . Полученная система седьмого 
порядка не имеет алгебраического решения в общем случае, однако его можно найти 
для некоторых специальных начальных ориентаций директора. 
 
Аналитическое решение   

Анализ  коэффициентов уравнений (7), (8) показывает, что для некоторых ори-
ентаций 0n  эта система сильно упрощается и можно выписать ее аналитические реше-
ния. В частности, 0iC  для гомеотропной начальной ориентации, а также в случае 

)0,0,1(0 n  и )0,1,0(0 n . Для )0,0,1(0 n  и гомеотропной ориентации (7), (8) сводится к 
виду [4] 
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где 1322654 /)(24   , 13226541 /)(222   . 
Для начальной ориентации )0,1,0(0 n  уравнения (7), (8) с точностью до обозначения 
коэффициентов вязкости совпадают с соответствующими уравнениями для изотропной 
жидкости [1].  В результате решения  для 2v , 3v   получаются из уравнений (9), (10) или 
их изотропных аналогов, 1v  и p  – из линеаризованных уравнений (1) и (3), и все они 
представляют собой суммы функций вида ))(exp( kxtizkc ii   , где ic  – произвольные 
константы, ik  – корни соответствующих характеристических уравнений. 

Граничные условия сводятся к условиям на свободной поверхности, которые в 
линеаризованной задаче берутся при 0z , и к условию затухания возмущений при 

z . В силу последнего требования в решениях остается только половина слагае-
мых, для которых 0Re ik . При этом поверхностное натяжение будем считать изо-
тропным, поскольку даже в случае статических задач вклад анизотропных слагаемых 
достаточно мал [12]. Тогда граничные условия во всех рассматриваемых случаях ана-
логичны условиям для изотропной среды и сводятся к кинематическому для вертикаль-
ной компоненты скорости tv '3   и динамическим для касательных и нормальной 
компонент вектора поверхностных сил [1, 11] вида: 

xxgUpe ''33   ,        013  ,      023  ,         
где   – коэффициент изотропного поверхностного натяжения,   – линейная комбина-
ция коэффициентов вязкости, зависящая от начальной ориентации директора. Из усло-
вия 023   следует, что 02 v для всех случаев. Таким образом, в решениях для осталь-
ных компонент скорости iv , давления Up   и отклонения свободной поверхности   
остаются три константы, удовлетворяющих системе линейных уравнений, получаемых 
из граничных условий.  Требование существования нетривиального решения  такой 
системы приводит к ее вырожденности, что позволяет выписать дисперсионное соот-
ношение. Для начальных ориентаций директора, приводящих к уравнению (9), несмот-
ря на то что и в уравнениях движения, и в  граничных условиях стоят разные комбина-
ции коэффициентов вязкости, соотношения, связывающее частоту    и волновое число 
k , как и характеристическое уравнение (9), совпадают и принимают вид, аналогичный 
дисперсионному соотношению для капиллярных волн [4], 
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где 1k , 2k  – корни характеристического уравнения для (10) с положительной действи-
тельной частью, 6541 2   . Укажем также дисперсионное соотношение для 
«изотропного» случая  [1] 
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 , при этом действительная часть l  также положительна. 

 
Исследование дисперсионного соотношения 

В работе [13] для изотропной вязкой жидкости был предложен параметрический 
подход, когда  k , а также действительная и мнимая части   выражались как алгебраи-
ческие функции от действительной части l .  Такой подход был применен в [8] для изу-



А. Г.  Калугин.  Поверхностные волны                                           53 
 

 

чения поверхностных волн в НЖК для модели Франка-Озеена. В случае изучаемого 
приближения применение такой методики возможно только для «изотропной» ориен-
тации. Рассмотрим асимптотическое приближение, считая, что число Рейнольдса мало 

0)/(||Re 2
4  k , что хорошо выполняется для коротких поверхностных волн или 

при больших значениях коэффициентов вязкости, характерных, например, для лио-
тропных НЖК [14]. В первом приближении для изотропного случая )/(1 2

4kil   и 
дисперсионное соотношение принимает вид )/()( 2

4
2 kkgi    [7]. При этом          

  – чисто мнимое, что соответствует режиму непериодических затуханий возмущен-
ной поверхности, который возможен в вязких жидкостях [8, 13].  Периодические коле-
бания с затухающей амплитудой можно получить, рассматривая квадратичное разло-
жение l  по числу Рейнольдса, тогда, например, дисперсионное соотношения в изо-
тропном случае можно записать в виде 42

4
222

4 )(63 kkgkki   , аналогич-
ным образом можно выписать асимптотическое разложение, соответствующее характе-
ристическому уравнению (9). На рисунках 1 и 2 представлены графики зависимости 
круговой частоты и коэффициента затухания для соотношений (11), (12), построенные 
с использованием приближения второго порядка. Кривые A и C соответствуют случаю 
начальной ориентации директора )0,1,0(0 n ,  B и  D  – )0,0,1(0 n  и )1,0,0(0 n . В ка-
честве примера нематической среды рассматривается МББА, при этом значения коэф-
фициентов вязкости для кривых A и B взяты при  температуре  Т = 20 С, а для C и D – 
при Т = 30 С [15].  Диапазон значений k  выбран таким образом, что на рис. 1 для кри-
вых B, D представлены оба волновых режима, а для A и C – только периодический, в 
этих случаях переход к чистому затуханию происходит при критических значениях k  
бóльших на порядок. Наличие роста k при уменьшении коэффициента вязкости согла-
суется с оценкой для капиллярных волн в изотропной вязкой жидкости, сделанной в 
работе  [13]. По аналогии можно предположить, что уменьшение значения k  при пере-
ходе от «изотропного» случая к гомеотропной начальной ориентации также вызвано 
ростом эффективных коэффициентов вязкости в уравнениях движения (3). 
  

 
  

 

Рис. 1. Зависимость круговой частоты 
Re[ω] (1/c) от волнового числа k (1/см)  

для МББА 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента затухания 

Im[ω] (1/c) от волнового числа k (1/см)  
для МББА 
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Таким образом, использование числа Эриксена для упрощения модели НЖК по-
зволяет получить явную связь между частотой колебания для гравитационных поверхно-
стных волн, волновым числом и коэффициентами вязкости Лесли или их комбинацией.  
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