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В работе представлены результаты расчетов модельной задачи в рамках континуальной модели 
методом конечных элементов, касающихся деформации на изгиб одностенных и многостенных углеродных 
нанотрубок (УНТ) при вариации их длины и толщины. Впервые установлено, что полученная нелинейная 
зависимость жесткости от диаметра и длины УНТ на нанометровой шкале соответствует современ-
ным теоретическим представлениям макроскопической теории механики сплошной среды (МСС). Сопо-
ставление полученных расчетных и литературных экспериментальных данных показало, что лиотропное 
мезоморфное состояние возникает в дисперсиях УНТ при значениях аспектного отношения AR (длина/диа-
метр нанотрубок), значительно больших, чем у термотропных каламитных нематогенов и лиотропных 
органических нематиков. С точки зрения фундаментальной науки результаты проведенных исследований 
раздвигают границы применимости теории МСС от макро- до наноуровня. В то же время результаты 
расчетов зависимости жесткости от AR помогут определять области использования УНТ различного 
строения не только в качестве лиотропных мезогенов, но и как абразивных материалов или как присадок 
к смазочным композициям. 
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The article presents the results of the calculations of the modelling task in the framework of the continuum 

model done with the help of the finite-element method. The modelling task dealt with the incurvature of single- and 
multiwalled carbon nanotubes at variation of their length and thickness. It is shown for the first time that the non-
linear dependence of stiffness on carbon nanotubes diameter and length at the nanometric scale  corresponds to 
the contemporary views of the macroscopic theory of continuum mechanics. The comparison of the calculation 
results and literature experimental data shows that the lyotropic mesomorphic state appears in the carbon nanotu-
bes dispersions at the aspect ratio (length/diameter of nanotubes) much bigger than in thermotropic calamitic ne-
matogenes and lyotropic organic nematics. From the theoretical point of view, the results of the present research 
expand the boundaries of applicability of the continuum mechanics theory from macro- to nanoscale. From the 
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practical point of view, the results of the calculations of the dependence of stiffness on aspect ratio will help to 
define the boundaries of usage of carbon nanotubes of various structure as liotropic mesogenes, as abrasive mate-
rials and as lubricant fillers. 

Key words: carbon nanotubes, lyotropic mesogens, abrasives, additives, modelling, finite element method, 
Abaqus. 

 
 

Введение 
 

В последние годы возрастает интерес к изуче-
нию мезоморфизма так называемых неорганиче-
ских жидких кристаллов (ЖК). Представителями 
мезогенов этого типа являются такие минеральные 
частицы как пятиокись ванадия, двуокись титана, 
фосфаты гадолиния и др., изучение которых имеет 
почти вековую историю [1]. В ХХI веке этот тип ме-
зогенов пополнился наноструктурами углерода: уг-
леродными нанотрубками, графеном и их произ-
водными [1, 2]. Минеральные ЖК в дисперсиях 
водных и неводных растворителей обладают харак-
терными для органических мезогенов структурой и 
свойствами (типичные текстуры, ориентация в фи-
зических полях, двулучепреломление и пр.). Од-
нако, наряду с известными мезофазами, такими как 
нематическая, смектическая и колончатая, мине-
ральными мезогенами могут проявляться и новые 
фазы, напр. кубатическая мезофаза в дисперсии 
Ni(OH)2 [2]. 

Успехи в исследовании ЖК-фаз углеродных 
наноструктур (УНС) показали, что их формирова-
ние находится в хорошем согласии с разработан-
ными для органических мезогенов теориями. Оно 
контролируется теми же процессами, которые рас-
сматриваются в теории Онзагера [3] для классиче-
ских жидких кристаллов. С этих позиций исследо-
вание УНС как ЖК-дисперсий не вносит суще-
ственных изменений в науку о жидких кристаллах.  

Этого нельзя сказать о присущем УНС высо-
ком значении отношения длины к диаметру/высоте 
(aspect ratio, AR), которое в лиомезофазе может 
быть свыше 100. Мезогенность палочкообразных 
объектов, т. е. их способность формировать ЖК-
фазы, зависит в основном от их прямолинейности 
(straightness) и AR, значение которого у органиче-
ских мезогенов в нематической фазе составляет 4,5 
(по Онзагеру). Для лиотропных нематиков оно не-
сколько выше – 12,5 (по Флори) [4]. То есть данное 
значение для органических мезогенов существенно 
ниже, чем у УНС. 

Некоторые важные физические и физико-хи-
мические свойства у УНС в мезофазе также имеют 

значительную специфику: низкие (по сравнению с 
классическими органическими мезогенами) кон-
центрации коротких нанотрубок для начала форми-
рования мезофаз в суспензиях, влияние размеров 
нанотрубок на вид текстур и дисклинаций, зависи-
мость двулучепреломления оксида графена при 
одинаковых концентрациях в дисперсии от тол-
щины частиц и экстремально большой эффект 
Керра, влияние гетерогенности размеров частиц ок-
сида графена на его электрооптические свойства и 
пр. [2, 5–7]. Поэтому для УНС параметр порядка 
может быть изменен вариацией AR [8]. 

Изложенные выше экспериментальные дан-
ные требуют теоретического осмысления в аспекте 
влияния изменения персистентной длины, жестко-
сти (stiffnes) и упругости наноструктур на физиче-
ские свойства их мезофаз. Эти данные критичны и 
в практических приложениях, где важны механиче-
ские характеристики углеродных наноструктур, 
например, в нанотехнологиях [9] и трибологии [10]. 
Одним из важнейших физических свойств УНС, 
влияющих на мезогенность, является жесткость 
[11]. Ранее [12, 13] другими методами были полу-
чены результаты по жесткости УНС. Однако, ни в 
одной из этих работ не исследовалась зависимость 
жесткости от параметра AR, который, как указано 
выше, играет важную роль в формировании дан-
ными структурами лиотропного мезоморфизма. 

Исходя из выше сказанного, целью настоя-
щей работы является теоретическое определение 
зависимости жесткости углеродных наноструктур 
от вариации их геометрических характеристик, свя-
занных с AR.  

 
Материалы и методы исследования 

Материалы 
В качестве моделируемых материалов ис-

пользованы одностенные (SWCN) и многостенные 
(MWCN) углеродные нанотрубки. Для простоты 
моделирования УНТ представляли в форме полых 
стержней, имеющих от 1 до 5 стенок. Основные гео-
метрические характеристики УНС представлены     
в таблице 1.  

 
 
 



М. А. Шилов, А. И. Смирнова и др. Моделирование деформационных процессов…                 87 
≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡≡ 
 

 
Таблица 1. Геометрические характеристики моделируемых УНТ 

Table 1. Geometrical characteristics of modelled CNTs 
 

Тип УНT Длина УНТ, нм Толщина стенки, нм Диаметр УНТ, нм AR 

SWCN 50–800 0,134 11,27 4,4–71,0 

MWCN (2–5 стенок) 50–800 0,618–2,07 (2–5 слоев) 11,95–14,79 3,4–67,0 

 
 

Расстояние между стенками для MWCN было 
равно 0,34 нм [14, 15], индекс хиральности 5,5, мо-
дуль упругости I рода (для SWCN: ܧ ൌ 1 െ 3 ТПа, 
для MWCN: ܧ ≅ 1 ТПа), коэффициент Пуассона 
ߥ ൌ 0,28 для всех УНТ [16]. Температура при моде-
лировании составляла 22 °С. 

 
Методы 

Моделирование наноструктур, как правило, 
реализуется тремя иерархическими методами (ато-
марный, мезоскопический и макроскопический), 
каждый из которых имеет свои преимущества и не-
достатки [9]. Выбор нами макроскопического ме-
тода моделирования был обусловлен тем, что рас-
смотрение системы происходило как единого кон-
тинуума. Его параметры определяются либо из эк-
вивалентности деформации, либо из энергии при 
заданном напряженном состоянии методом конеч-
ных элементов (МКЭ), что соответствовало задачам 
нашего эксперимента. В данной работе использо-
ван МКЭ, реализованный в ПО Simulia Abaqus. 

 
Результаты исследований 

 
Напряженно-деформированное состояние 

УНТ определяли при нагрузке изгибом. Деформа-
ция УНТ происходила за счет приложения постоян-
ного вертикального перемещения модели кантиле-
вера на 10 нм.  

Моделирование включало в себя несколько 
этапов. На первом этапе создавали геометрию ис-
следуемой системы «кантилевер – УНТ». Для со-
хранения возможности установления величины AR 
параметризацию моделей не проводили. На втором 
этапе задавали экспериментальные физико-механи-
ческие свойства УНТ, исходя из литературных дан-
ных [16]. Все входные параметры приводили к 
нанометрическому масштабу. Для расчетов исполь-
зовали закон Гука в дифференциальной форме: 

௜௞ߪ ൌ  ௟௠,                               (2)ߝ௜௞௟௠ܥ

где ߪ௜௞ – тензор напряжений, Па; ܥ௜௞௟௠ – тензор 
упругих констант, Па; ߝ௟௠ – тензор деформаций. 
Упругие свойства объекта в созданных моделях ха-
рактеризовались тензором модулей упругости 
-௜௞௟௠. В созданных моделях нами использован изоܥ
тропный линейный упругий материал УНТ, по-
этому из 21 компоненты тензора остались только 
модуль упругости I рода (модуль Юнга) и коэффи-
циент Пуассона ߥ. Эти величины определяют жест-
кость модели в продольном и поперечном направ-
лениях действия силы.  

Для оценки жесткости УНТ применен сферо-
конический кантилевер. Для упрощения расчетов 
его представляли аналитическим телом. Сборка 
цифровой модели на примере однослойной угле-
родной нанотрубки (SWCN) и сфероконического 
кантилевера представлена на рис. 1, а.  

На втором этапе моделирования задавали гра-
ничные условия и условия контакта:  
1. Концы нанотрубки жестко закреплены, т. е. пе-

ремещения и углы перемещений оставались 
неизменными (ݑଵ ൌ ଶݑ ൌ ଷݑ ൌ ଵݎݑ ൌ ଶݎݑ ൌ
ଷݎݑ ൌ 0),  

2. Принудительное перемещение кантилевера идет 
в направлении оси y (ݑଶ ൌ െ10),  

3. Условия контакта предполагают учет трения. 
Третий этап моделирования включал в себя  

построение сетки конечных элементов (КЭ) и за-
пуск модели на расчет. Сетка модели SWCN длиной 
50 нм состояла из 7000 КЭ. В качестве КЭ исполь-
зован C3D8 – 8-узловой шестигранный КЭ сплош-
ной среды с линейной функцией формы. Трехмер-
ные элементы имели только поступательные пере-
мещения ݒ ,ݑ и ݓ по осям ݕ ,ݔ и ݖ местной системы 
координат:  

࢛௜ ൌ ሼݑ௜	ݒ௜	ݓ௜ሽ்.																										(3) 
Для всех трехмерных элементов вычисление мат-
рицы жесткости происходило одинаково, за исклю-
чением элементов, использующих теорию несов-
местных мод.  
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а b 

Рис. 1. Сборка модели одностенной углеродной нанотрубки (SWCN) и сфероконического кантилевера (а), 
третий этап моделирования – получение числовых данных по напряженно-деформируемому состоянию УНТ (b) 

Fig. 1. Assembly of a single-wall carbon nanotube (SWCN) model and a spherical conic cantilever (a),  
the third stage of modeling, which is obtaining numerical data on the stress-strain state of CNTs (b) 

 
 

На этом этапе ܰ – это функция формы, характери-
зующая количество узлов в элементе [17]. Для КЭ 
координаты ݕ ,ݔ, и ݖ, а также перемещения ݒ ,ݑ, и 
 :можно записать в виде ݓ

 

ݔ ൌ෍ ௜ܰݔ௜

௡

௜ୀଵ

ݕ						, ൌ෍ ௜ܰݕ௜

௡

௜ୀଵ

ݖ					, ൌ෍ ௜ܰݖ௜

௡

௜ୀଵ

	 

ݑ ൌ෍ ௜ܰݑ௜

௡

௜ୀଵ

ݒ						, ൌ෍ ௜ܰݒ௜

௡

௜ୀଵ

ݓ				, ൌ෍ ௜ܰݓ௜

௡

௜ୀଵ

	 

(4) 

 
Интегрирование осуществлялось методом 

Гаусса. По окончании расчета результаты сохра-
няли в базу для дальнейшей обработки (рис. 1, b). 

В программном комплексе Abaqus принято, 
что состояние тел аппроксимируется жестким 
упругим поведением, если отсутствует их движе-
ние относительно друг друга. Жесткость выбира-
ется таким образом, чтобы относительное движе-
ние из состояния, соответствующего нулевым каса-
тельным напряжениям, ограничивалось величиной 
 .௖௥௜௧ (максимально допустимый упругий сдвиг)ߛ
Критическая величина сдвига ߛ௖௥௜௧ задается пользо- 

вателем. Стоит отметить, что использование этого 
приближенного метода позволило рассматривать 
модельный контакт как реализацию нелокальной 
модели трения, для которой кулоновское условие 
прикладывается не точечно, а умножается на весо-
вые коэффициенты в виде так называемой смягча-
ющей функции для небольшой области [15, 18]. 

 
Обсуждение 

 
Моделирование изгиба УНТ для анализа 

жесткости показало, что увеличение числа стенок 
УНТ при длине до 250 нм приводит к значитель-
ному повышению жесткости нанотрубок, завися-
щей от толщины их стенок. Так, значение жестко-
сти для одностенной нанотрубки (SWCN) с длиной 
50 нм и толщиной стенки 0,134 нм составило   
214,74 Нм.	 Максимальное значение жесткости 
(2554,59 Нм) наблюдалось для пятистенной 
MWCN длиной 50 нм. Как следует из рис. 2, общей 
тенденцией для всех моделируемых УНТ в том же 
диапазоне длин является нелинейное снижение ве-
личины жесткости (݇) в направлении их удлинения.  
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Рис. 2. а – Зависимость жесткости ݇ УНТ от длины и количества стенок: ̶● ̶ SWCN,  ̶■ ̶  MWCN (2 стенки), 
  ̶▲ ̶  MWCN (3 стенки),  ̶♦ ̶  MWCN (4 стенки),  ̶▼ ̶  MWCN (5 стенок); b – увеличенная область,  

выделенная пунктиром на рис. 2, а 

Fig. 2. a – Dependence of the CNT rigidity ݇ on length and quantity of walls:  ̶● ̶ SWCN,  ̶■ ̶  MWCN (2 walls),  
 ̶▲ ̶   MWCN (3 walls), ),  ̶♦ ̶  MWCN (4 walls),  ̶▼ ̶  MWCN (5 walls); b – enlarged area highlighted  

by dashed lines in fig. 2, a 
 
 

Следует отметить, что особенно резкое сниже-
ние значений жесткости ݇ для всех УНТ происхо-
дило при увеличении их длины от 50 до 250 нм. 
Дальнейшее удлинение приводило лишь к несуще-
ственному снижению значения ݇ по сравнению с 
предыдущим значением. Максимальное снижение 
этого показателя в нашем численном эксперименте 
наблюдалось для SWCN длиной 800 нм (табл. 2). Та-
кое нелинейное поведение может быть объяснено в 
рамках теории механики сплошной среды [19]: 

݇ ൌ ܽ
ܫܧ
݈ଷ
, 

(6) 

где ݇ –жесткость, Н/м, ܧ – модуль упругости I рода 
(Юнга), Па; ܫ – момент инерции сопротивления 
трубы, м4; ݈ – длина трубы, разработанной для опи-
сания макрообъектов. Как показал наш численный 
эксперимент, основные положения этой теории 
подтверждаются и на наноуровне. При этом огром-
ное влияние на жесткость УНТ оказывает фактор 
AR (табл. 2).  

 
Таблица 2. Зависимость величины жесткости от показателя AR для моделированных УНТ 

Table 2. The stiffness dependence on the AR index for the modelled CNTs 
 

Длина 
УНТ, нм 

Диаметр УНТ, нм  
11,27 11,95 12,90 13,84 14,79 

SWCN MWCN  MWCN  MWCN MWCN 
AR k, Н/м AR k, Н/м AR k, Н/м AR k, Н/м AR k, Н/м 

50 4,4 214,74 4,2 441,06 3,9 1000,58 3,6 1698,08 3,4 2554,59 
100 8,9 26,84 8,4 55,13 7,8 125,07 7,2 212,26 6,8 319,32 
150 13,3 7,95 12,6 16,34 11,6 37,06 10,8 62,89 10,8 94,61 
200 17,7 3,36 16,7 6,89 15,5 15,63 14,4 26,53 13,5 39,92 
250 22,2 1,72 20,9 3,53 19,4 8,00 18,1 13,58 16,9 20,44 
300 26,6 0,99 25,1 2,04 23,3 4,63 21,7 7,86 20,3 11,83 
350 31,1 0,63 29,3 1,29 27,1 2,92 25,3 4,95 23,7 7,45 
400 35,5 0,42 33,5 0,86 31,0 1,95 28,9 3,32 27,0 4,99 
600 53,2 0,12 50,2 0,26 46,5 0,58 43,3 0,98 40,6 1,48 
800 71,0 0,05 67,0 0,11 62,0 0,24 57,8 0,41 54,1 0,62 
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Как видно из приведенных выше данных 

(табл. 2), увеличение параметра AR до 71,0 приво-
дит к снижению значения жесткости SWCN дли-
ной 800 нм. Уменьшение параметра AR, при уве-
личении диаметра УНТ, приводит к увеличению 
жесткости. Наибольшее значение жесткости 
(2554,59 Н/м) наблюдается у MWCN (n = 5) при 
параметре AR = 3,4.  

Сопоставление нашего расчетного экспери-
мента и экспериментальных данных, приведенных 
в обзоре А. С. Сонина с соавторами [2], позволяет 
утверждать, что лиотропное мезоморфное состоя-
ние возникает в дисперсиях УНТ при значениях AR 
значительно больших (22,2–71,0), чем дают теоре-
тические положения теории Флори для лиотропных 
органических нематиков (12,5) [4].  

 
Выводы 

 
Получены результаты модельных расчетов 

жесткости на изгиб для УНТ с длиной от 50 до  
800 нм и количеством стенок от 1 до 5. Установ-
лено, что с уменьшением длины от 800 нм до       
50 нм и возрастанием диаметра от 11,27 нм до 
14,79 нм жесткость УНТ параболически возрас-
тает. Это соответствует теоретическим представ-
лениям макроскопической теории механики 
сплошной среды, что впервые доказано для      
объектов нанометровой шкалы. Сопоставление 
расчетного эксперимента и литературных данных 
показало, что лиотропное мезоморфное состоя-
ние возникает в дисперсиях УНТ при значениях 
аспектного отношения (длина/диаметр наноча-
стиц) значительно больших, чем у термотропных 
каламитных или лиотропных органических нема-
тогенов согласно теории Флори. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при направ-
ленном создании лиотропных систем УНТ. Ре-
зультаты расчетов зависимости жесткости от AR 
помогут определять не только границы примене-
ния УНТ различного строения как лиотропных 
мезогенов, но также области их использования в 
качестве абразивных материалов или присадок к 
смазочным композициям. 
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