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В работе приводится анализ различных математических моделей описания   вязкоупру-
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Введение 

При теоретическом описании процессов распространения упругих колебаний в 
жидких кристаллах (ЖК) используются феноменологический и молекулярно-
статистический подходы. Основу первого из них составляет предположение о возмож-
ности представления ориентационной части свободной энергии в виде степенного ряда 
по тензорному параметру порядка Qik (модель Ландау – Де Жена [1, 2]). Равновесное 
состояние определяется минимумом свободной энергии системы. Процессы релаксации 
параметра порядка к равновесному значению описываются уравнением Ландау –
Халатникова [3]. 

Основу молекулярно-статистического подхода составляет вычисление функции 
распределения ориентаций молекул в пространстве. Наибольших успехов в решении 
этой задачи достигла модель среднего поля, впервые реализованная для нематических 
жидких кристаллов (НЖК) в работах Майера и Заупе [4], впоследствии неоднократно 
уточняемая многими исследователями. Более сложный вопрос о поведении функции 
распределения при нестационарных возмущениях для НЖК впервые был исследован 
теоретически в работах Покровского [5] и Хесса [6] на основе уравнения Фоккера-
Планка. Авторы этих работ распространили одночастичное приближение из равновес-
ной области в неравновесную и рассматривали изменение функции распределения во 
времени как вращательную диффузию отдельной молекулы в среде с эффективной вяз-
костью.  

Наиболее развитой для описания вязкоупругих свойств жидких кристаллов в на-
стоящее время является теория континуума, впервые предложенная де Женом, а затем 
обобщенная, как макроскопическая динамика (гидродинамика) систем, имеющих про-
странственное упорядочение в работах Мартина, Пароди, Першана [7]. В дальнейшем 
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теоретические представления динамики жидких кристаллов различного типа симмет-
рии были развиты в работах Каца и Лебедева [8].   

Основная задача теоретического описания макроскопической динамики систем с 
пространственным упорядочением сводится к построению системы гидродинамических 
уравнений и нахождению ее решений, которые определяют спектр собственных коле-
баний системы. Границы применимости макроскопического описания задаются микро-
скопическими характеристиками среды. Принимая во внимание, что максимальный 
размер вытянутых молекул жидких кристаллов составляет 1…5 нм, а скорость рас-
пространения упругих колебаний 103 м/с, приходим к выводу, что макроскопический 
подход в описании динамических свойств ЖК справедлив вплоть до частот 1012 Гц, 
трудно достижимым экспериментально. Применительно к лиотропным жидкокристал-
лическим системам аналогичные оценки изменяются более чем на порядок, но в описа-
нии принципиально ничего не изменяют. 

Как правило, термотропные жидкокристаллические фазы различной симметрии 
сменяют друг друга в относительно небольшом интервале температур между изотроп-
ным и кристаллическим состояниями. Мезоморфные превращения проявляют свойства, 
характерные для фазовых переходов второго рода. Таким образом, большинство термо-
тропных мезофаз находятся в условиях влияния процессов, характерных для фазовых 
превращений, что необходимо учитывать при анализе результатов, полученных теоре-
тическими и экспериментальными методами. 

Нематическая фаза 

В НЖК анизотропия физических свойств обусловлена дальним ориентационным 
порядком длинных осей молекул. Изменение энергии системы в этом случае происхо-
дит только при деформациях, связанных с неоднородным по образцу поворотом дирек-
тора. Таким образом, энергия деформации может быть выражена через производные 
компонент директора по координатам. Общий вид плотности свободной энергии де-
формированной нематической жидкости Fd в виде квадратичного разложения по произ-
водным директора впервые был получен Франком [9] и имеет известный вид: 

      232221
222

v nrot nnrot nn di
KKKFd   ,   (1) 

где  К1,  К2,  К3 – модули упругости Франка.  
Коэффициенты  К1,  К2,  К3, описывают изотермические деформации нематика. 

Три комбинации производных директора, входящих в выражение (1), определяют неза-
висимые деформации поперечного изгиба, кручения и продольного изгиба. Энергия 
деформации (1) в макроскопической динамике НЖК играет роль, аналогичную упругой 
энергии деформации твердых кристаллов. Таким образом, динамика НЖК занимает 
промежуточное положение между гидродинамикой и теорией упругости.  

Следует отметить, что построение полной системы гидродинамических уравне-
ний НЖК представляет собой весьма сложную задачу, для решения которой применя-
лись различные теоретические подходы. Для малых колебаний гидродинамические 
уравнения НЖК допускают линеаризацию. В этом случае теоретическая модель приво-
дит к тому, что в гидродинамическом пределе ( <<1) поправки к скорости продоль-
ного ультразвука, связанные с наличием дополнительной динамической переменной, 
оказываются малы, а избыточное поглощение отсутствует. В этом приближении ско-
рость продольного ультразвука изотропна и определяется тем же выражением, что и 
для обычной изотропной жидкости: 
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где  Р – давление,   – плотность,  S – энтропия. 
В следующем по волновому вектору приближении появляется анизотропное по-

глощение ультразвука, которое обусловлено вкладом пяти коэффициентов вязкости   
[7, 8]:  
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где  – угол между волновым вектором и директором,  1  2,  3,  4,  5  – коэффици-
енты вязкости.  

Вклад теплопроводности среды в анизотропию коэффициента поглощения ульт-
развука имеет вид [8]: 
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где сV, сP – удельные теплоемкости при постоянном объеме и постоянном давлении, со-
ответственно; к||, к – коэффициенты теплопроводности вдоль и перпендикулярно на-
правлению директора. Как показывают оценки вклад теплопроводности в коэффициент 
поглощения ультразвука ЖК существенно меньше вклада коэффициентов вязкости.  

В работе [10] предпринята попытка феноменологического описания закономер-
ностей распространения ультразвука в одноосных мезофазах различного типа с единых 
позиций в рамках представлений теории упругости твердых кристаллов гексагональной 
группы симметрии. Известно, что в этом случае существуют пять независимых отлич-
ных от нуля модулей упругости С11 = С22,  С12,  С13 = С23,  С33,  С44  = С55. В плоскости, 
перпендикулярной гексагональной оси, упругие свойства таких кристаллов оказывают-
ся изотропными. Диссипативные процессы, связанные с деформациями, в этой работе 
учитываются феноменологически путем введения соответствующих комплексных уп-
ругих модулей: 
  DiСС 

~ , (5) 

где С~  – комплексный упругий модуль, D – коэффициенты, характеризующие дис-
сипативные процессы. Здесь трехмерные индексы обозначаются буквами латинского 
алфавита (i, k, l …), а шестимерные буквами греческого алфавита (,  …). 

Учитывая, что для продольного ультразвука C >>D, и полагая, что анизо-
тропия скорости звука является малой величиной по сравнению с ее абсолютным зна-
чением, для скорости и коэффициента поглощения продольного ультразвука можно по-
лучить: 
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где D – коэффициенты, имеющие размерность вязкости,  – угол между волновым 
вектором и директором. 

Если пренебречь вкладом дополнительной гидродинамической переменной в  
уравнениях движения нематической жидкости, получим, что скорость ультразвука в 
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НЖК является изотропной (т. е. С11 = С13 = С33). Коэффициент упругости при сдвиговой 
деформации С44 в жидкости, в том числе и нематической, предполагается равным нулю. 

Учитывая существенное отличие характера упругих деформаций нематической 
жидкости и твердых кристаллов, описанный выше подход, использующий матрицу ко-
эффициентов упругости твердых кристаллов гексагональной симметрии, представляет-
ся весьма искусственным. Однако, сравнивая выражения (3) и (7), приходим к выводу, 
что с точностью до обозначений эти выражения эквивалентны друг другу. 

Для описания диссипативных процессов в НЖК в общем случае используются 
восемь параметров: пять коэффициентов вязкости  1, 2, 3, 4, 5,  коэффициент вра-
щательной вязкости  1 и два коэффициента теплопроводности  к  и  к. Необходимо 
отметить, что общепринятый выбор определений коэффициентов вязкости ЖК до сих 
пор не сложился. В данной работе используются определения, приведенные в отечест-
венной литературе [2, 8]. Данные определения позволяют записать выражение для дис-
сипативной функции R в виде [2]: 
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где ось OZ направлена вдоль директора; индексы  ,  ,     пробегают значения  х,  y;  h 
– характеристика молекулярного поля, стремящегося создать однородную ориентацию 
директора во всем образце; 1, 2, 3, 4, 5 – коэффициенты вязкости, 1 – коэффици-
ент вращательной вязкости;   2/ikkiik    – тензор скоростей деформации.  

Из выражения (8) следует, что коэффициенты  вязкости 1  и  3  обусловлены 
градиентами скорости, направленными соответственно поперек и вдоль директора. Это 
коэффициенты сдвиговой вязкости. Коэффициенты 2, 4, 5 характеризуют процессы 
диссипации механической энергии при деформациях всестороннего сжатия (растяже-
ния) и являются коэффициентами объемной вязкости. 

Между коэффициентами объемной вязкости существует связь [2]: 
 25   4

2 (9) 
Используя приведенные выше выражения, получим, что диссипативные пара-

метры D (5) связаны с коэффициентами вязкости и теплопроводности следующим 
образом: 
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где сР – теплоемкость при постоянном давлении,  = сР/сV. 
Коэффициенты вязкости в континуальной теории являются феноменологиче-

скими константами, а в кинетической теории выражаются через соответствующие мик-
роскопические параметры.  

Для решения задачи о распространении упругих колебаний в НЖК в рамках мо-
лекулярно-кинетического подхода применялось уравнение Фоккера – Планка в при-
ближении среднего поля [11]. В рамках этой модели были получены следующие выра-
жения для скорости и коэффициента поглощения ультразвука: 
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где  с0 – скорость ультразвука в пределе низких частот; 1 – время релаксации скаляр-
ной моды возмущения параметра порядка, 2 – время релаксации тензорной моды воз-
мущения параметра порядка; Е1  и  Е2 – коэффициенты, зависящие от температуры, 
формы молекул, параметров межмолекулярного взаимодействия и направления распро-
странения ультразвука относительно директора; В – константа, определяемая коэффи-
циентами сдвиговой вязкости и формой молекул. 

В цитируемой работе было получено выражение, определяющее зависимость 
скорости продольного ультразвука в НЖК от направления его распространения относи-
тельно директора: 
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где  А, В, С, D – коэффициенты, зависящие от температуры, формы молекул  и   пара-
метров межмолекулярного взаимодействия;  – угол между волновым вектором и     
директором. 

Из приведенных выражений следует, что дисперсия звука должна описываться 
двумя механизмами, которые связаны с релаксацией скалярного и тензорного возмуще-
ния параметра порядка НЖК. При этом релаксация различных мод возмущения парамет-
ра порядка, вызванных ультразвуковой волной, может происходить независимо. Теоре-
тические оценки значений 1 и 2, входящих в выражения (11)–(13), не проводились.  

Из (13) следует, что анизотропия скорости звука в НЖК имеет релаксационную 
природу, а при распространении звука вдоль директора не происходит возмущения тен-
зорных характеристик параметра порядка. Соотношения (11)—(13) допускают непо-
средственную экспериментальную проверку, если провести измерения скорости и ко-
эффициента поглощения ультразвука в НЖК для различных направлений его распро-
странения относительно директора. Такие исследования, выполненные в [12],  показали 
достаточное соответствие рассматриваемой теоретической модели экспериментальным 
результатам. Выявленные экспериментально закономерности анизотропного распро-
странения ультразвука в НЖК позволяют сделать вывод об универсальности природы 
термодинамической неравновесности нематической жидкости, которая обусловлена, в 
основном, релаксацией функции распределения молекул по ориентациям в поле аку-
стической волны [12]. 

Теоретическое описание процессов распространения ультразвука в НЖК было 
проведено также в работах [13, 14], которые касались исследования методов статисти-
ческого описания критического роста анизотропии скорости и коэффициента поглоще-
ния звука в окрестности температуры фазового перехода НЖК в изотропную фазу. В 
этих работах показано, что основной вклад в коэффициент поглощения ультразвука в 
нематической фазе в окрестности фазового перехода изотропную фазу являются проче-
сы релаксации флуктуаций параметра порядка, а также процессы флуктуаций директо-
ра. Результаты расчета нашли удовлетворительное соответствие с экспериментальными 
данными, которые были получены в работе [12].  

На рис. 1 приведена температурно-частотная зависимость относительной анизотропии 
скорости ультразвука (с/с) в НЖК мезогена 4-н-бутилоксифениловый эфир 4'-н-
нонилоксибензойной кислоты (Н-134) [12]. Температура фазового перехода НЖК в изотроп-
ную фазу ТNI  =  86,7 С, температура перехода НЖК в смектическую А фазу ТNА  =  72,5 С. 
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Рис. 1. Температурная зависимость относительной анизотропии скорости 

 ультразвука  в НЖК (Н-134): 
○ – 3 МГц, ■ – 5 МГц,  – 8,7 МГц, ▲ – 13,5 МГц, □ – 27,7 МГц, ,  – 47 МГц [12] 
 
Приведенные данные свидетельствуют об анизотропном характере релаксаци-

онных процессов в НЖК, что согласуется с выводами молекулярно-кинетического рас-
смотрения проблемы, в котором предполагается существование скалярной и тензорной 
мод возмущения параметра порядка (11), (12). В пределе низких частот (<<1) в усло-
виях, когда влиянием процессов, связанных с фазовыми превращениями, можно пре-
небречь, анизотропия скорости звука в НЖК оказывается близка к нулю или принимает 
значения, которые трудно измеряемы экспериментально, что соответствует выводам 
статистического и гидродинамического описания акустических свойств нематической 
фазы. 

Смектические фазы 

В смектических фазах (СЖК) имеет место спонтанно нарушенная вращательная 
и одновременно трансляционная симметрия. Поэтому состояние смектика, также ха-
рактеризуется параметром порядка Qik, но директор в этом случае не является незави-
симой гидродинамической переменной. По сравнению с обычной изотропной жидко-
стью смектические фазы характеризуются дополнительной степенью свободы, связан-
ной со смещением смектических слоев относительно равновесного положения по нор-
мали. Это приводит к существованию двух типов акустических колебаний – первого и 
второго звука, в некотором смысле аналогичных первому и второму звуку в сверхтеку-
чем гелии. Однако второй звук в сверхтекучем гелии связан с температурными волна-
ми, а в СЖК — со сдвиговыми волнами, которые, в отличие от поперечного звука в 
твердом теле, имеют специфическую угловую зависимость — их фазовая скорость об-
ращается в нуль при   = 0  и   = /2 [15]. 

При адиабатном движении удельная энтропия остается неизменной для каждого 
элемента системы. Плотность энергии деформированного смектика может быть пред-
ставлена в виде 2: 
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где  u – смещение смектических слоев от равновесного положения, ось OZ вдоль на-
правления нормали к смектическому слою, А, В и С — модули упругости. 
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Смещения смектических слоев относительно положения равновесия  предпола-
гаются малыми, такими, что слои остаются везде практически эквидистантными плос-
кости (х, y). Коэффициенты А, В и С, входящие в (14), представляют собой адиабатные 
значения модулей упругости. Коэффициент К характеризует деформацию поперечного 
изгиба, аналогично коэффициенту  К1  в нематиках (1), так как при малых искажениях 
слоя: 
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Изотермическое и адиабатное значения коэффициента К совпадают. Легко ви-
деть, что в рассматриваемом приближении величина 0  nrotn , так что геликоидаль-
ное искажение структуры в обычных смектиках отсутствует. Типичным для смектиче-
ских фаз жидких кристаллов является значение  B ~ 107 Па [15], так что: 
 12 

c
B


, (16)  

где   – плотность среды, с – скорость звука ( ~ 103 кг/м3, с ~ 103 м/с). Это свидетель-
ствует о малости модуляции плотности в смектических фазах. 

Спектр упругих колебаний смектиков содержит две акустические моды, фазо-
вые скорости которых в главном приближении по малому параметру (16) можно пред-
ставить в виде 8: 
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где   – угол между волновым вектором и направлением нормали к смектическому 
слою,  с0 – скорость продольного ультразвука при   = /2. 

Адиабатный коэффициент межслоевого расширения   определяется следую-
щим образом [8]: 
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где  l – межслоевое расстояние,  – плотность, S – энтропия. 
Мода с фазовой скоростью с1()  аналогична обычному звуку в жидкостях или 

продольному звуку в твердых телах. Мода с фазовой скоростью  с2()  носит название 
второго звука (как в сверхтекучем гелии), который аналогичен поперечному звуку в 
твердых телах. 

Гидродинамическое описание смектиков аналогично гидродинамике нематиков. 
В том и в другом случаях речь идет о гидродинамике систем с дополнительными, по 
сравнению с обычной жидкостью, гидродинамическими переменными. Для нематиков 
такой переменной является директор, для смектиков — смещение смектических слоев 
относительно равновесного положения. Тензор вязких напряжений для смектиков и 
нематиков имеет одинаковый вид. В него входят пять коэффициентов вязкости, опре-
деления которых соответствуют выражению (9). Учет диссипативных процессов в ли-
нейных уравнениях гидродинамики смектиков приводит к тому, что коэффициент по-
глощения продольного ультразвука обусловлен, в основном, вязкостью и имеет сле-
дующий аналитический вид 8: 
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где 1, 2, 3 , 4 , 5  – коэффициенты вязкости в соответствии с определением (8). 
Сравнивая (20) и (3), приходим к выводу, что эти выражения эквивалентны.  

Таким образом, имеет место подобие теоретического описания макроскопиче-
ской динамики нематиков и смектиков, что отражает слабость модуляции плотности в 
смектических фазах. В первом приближении анизотропные характеристики скорости и 
коэффициента поглощения ультразвука в смектиках А имеют вид, аналогичный, полу-
ченному ранее для нематиков (6) и (7). В более низкосимметричных смектических фа-
зах присутствует дополнительная степень свободы, связанная с неоднородным распо-
ложением молекул в слое, что приводит к дополнительному усложнению зависимости 
акустических параметров от направления распространения ультразвука, которая со-
держит большое число переменных и кинетических коэффициентов. В связи с этим, 
оказывается, невозможно сделать каких-либо реалистичных выводов относительно 
вклада отдельных процессов, характерных для СЖК, в поглощение ультразвука.  

Связь тензора деформации с тензором напряжений для низкосимметричных 
смектиков имеет аналогичный вид, следовательно, и режимы распространения ультра-
звуковых волн имеют одинаковый характер.  Например, анизотропные характеристики 
смектической В-фазы, экспериментально исследованные в [16], в целом подтвердили 
эти теоретические предположения. Следует отметить, что в методическом отношении 
экспериментальное исследование анизотропных характеристик смектических фаз жид-
ких кристаллов акустическими методами представляет собой более сложную задачу, 
чем решение аналогичной задачи для НЖК. Дело в том, что магнитное поле, которое 
позволяет получить однородную ориентацию директора в нематической фазе, не может 
изменить ориентацию плоскости смектического слоя относительно волнового вектора, 
поэтому для исследования структурных особенностей смектических фаз следует ис-
пользовать специальные методики [18].  

Вместе с тем теоретический анализ проблемы распространения упругих колеба-
ний в смектических фазах свидетельствует о том, что наличие смектических слоев при-
водит к эффекту, который не наблюдаются в НЖК. Этот эффект состоит в  необычном 
для гидродинамики ограничении в пределе низких частот колебаний – некоторые ко-
эффициенты вязкости смектиков оказываются обратно пропорциональными частоте 
колебаний в волне [8, 17], что в теоретической модели связано с вкладом нелинейных 
процессов тепловых флуктуаций смектических слоев. 

Последовательный расчет величины поправок к коэффициентам вязкости, обу-
словленных флуктуациями слоевой структуры смектической А-фазы был проведен при 
решении нелинейных уравнений гидродинамики. Поправки к тензору вязкости, вы-
званные такими процессами, имеют вид [8]: 
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где индексы   и   пробегают значения , s, u; 
ikf  и D  компоненты соответствую-

щих векторов, А – коэффициент. 
Флуктуационные поправки к коэффициентам вязкости 2, 4, 5 имеют вид [15]: 
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где  – коэффициент межслоевого сжатия, параметр А определяется выражением: 
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где B – модуль сжатия смектических слоев, К – коэффициент порядка модуля Франка.  
Поправки, обусловленные тепловыми флуктуациями смектических слоев, к ко-

эффициенту сдвиговой вязкости 3 всегда малы, а к коэффициенту 1 полностью отсут-
ствуют. Коэффициенты объемной вязкости 2 и 5 всегда возрастают при уменьшении 
частоты (22), а характер изменения  4  зависит от знака выражения ( –1). Теоретиче-
ское рассмотрение проблемы говорит о том, что тепловые флуктуации смектических 
слоев  приводят также к слабым поправкам к упругим модулям, которые, однако, вряд 
ли наблюдаемы экспериментально. 

Все сказанное может быть отнесено к смектическим фазам А, С и В. Однако в 
смектической С-фазе дополнительная степень свободы движения молекул может при-
вести к тому, что параметр А, входящий в выражения (21), может увеличиться по срав-
нению с его значением в смектической А-фазе. Физически это означает наличие взаи-
модействия ориентационной моды смектика С  и флуктуациями смектических слоев. 
Флуктуационный вклад смектических слоев должен сравняться с регулярными значе-
ниями коэффициентов вязкости (0)  при выполнении условия, вытекающего из выра-
жений (22): 
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Подставляя характерные значения для параметров, входящих в (24), получим, 
что флуктуационный вклад становится сравним с регулярными значениями коэффи-
циентов вязкости на частотах порядка 0,1…1 МГц. В работе [15] это обстоятельство 
получило экспериментальной подтверждение (рис. 2). 
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Рис. 2.  Зависимость /f2 от 1/f  в смектической А-фазе:  

 – вдоль нормали,  – перпендикулярно нормали к смектическим слоям ( – коэффициент 
поглощения ультразвука,  f – частота колебаний) 

 
Учитывая численные значения упругих модулей, которые получены в [12], мож-

но оценить величину упругого модуля Франка К. Проводя необходимые вычисления с 
использованием выражений (22), (23), модуля сжатия смектических слоев  В [12] и экс-
периментальных данных, приведенных на рис. 1, для модуля Франка К получаем зна-
чение 410-12 Н, что по порядку величины соответствует типичным значениям для 
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НЖК. Получаемое таким образом значение модуля Франка свидетельствует о том, что 
экспериментально фиксируемая зависимость /f2 от 1/f  в области низких частот, явля-
ется следствием эффекта, обусловленного динамическим нарушением дальнего пози-
ционного порядка в расположении центров масс молекул в смектических слоях или, 
другими словами, тепловыми флуктуациями смектических слоев. 
 

Заключение 
 

Таким образом, для теоретического описания процессов распространения малых 
упругих колебаний в жидких кристаллах чаще всего применяется феноменологический 
подход, в котором кинетические коэффициенты могут быть определены только эмпи-
рически. Молекулярно-статистическое описание вязкоупругих свойств мезофаз являет-
ся недостаточно развитым, что обусловлено рядом математических затруднений в ре-
шении соответствующих уравнений движения, характерного для всего класса жидко-
фазных систем. 
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